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一、单项选择题

1.B　提示：因为等比数列｛an｝满足

a1+a3=10，a2+a4=5，所以
ì
í
î

a1+a1 q2=10，
a1 q+a1 q3=5，解

得a1=8，q=1
2，所以a5=a1q4=8× 1

16=1
2 .故选B.

2.B　提示：因为 lg a2，lg a2023是 f（x）=3x2-12x+9 的两

个零点，则 lg a2，lg a2023是方程 3x2-12x+9=0 的两个根，所

以 lg a2+lg a2023=4，所以 lg （a2a2023）=4，则 a2a2023=104，所以

a1a2024=a2a2023=104.故选B.
3.B　提示：设等比数列｛an｝的公比为 q，因为 S3=4，

a4+a5+a6=8，所以 a4+a5+a6=q3（a1+a2+a3）=q3S3=4q3=8，得 q3=

2，则 S9
S6

=

a1 ( )1-q9

1-q
a1 ( )1-q6

1-q

=1-q9

1-q6 =1-23

1-22 =7
3 .故选B.

4.A　提示：因为 S3=a4-2，S2=a3-2，两式相减，得 S3-

S2=a4-a3，即a3=a4-a3，则a4=2a3，所以公比 q=a4
a3

=2.故选A.
5.C　提示：设正项等比数列｛an｝的公比为 q，则 S10，

S20-S10，S30-S20是首项为 S10，公比为 q10的等比数列，因为

S30=7S10，S10+S30=80，所以 S10=10，S30=70，所以（S20-10）2=
10（70-S20）>0，即 S220-10S20-600=0，解 得 S20=30 或

S20=-20（舍去）.故选C.
6.B　提示：因为 an+1=a2

n+2an（n∈N+），所以 an+1+1=
a2

n+2an+1=( )an+1 2
.两边取对数，得 log2（an+1+1）=2log2（an+

1），设 cn=log2（an+1），则 cn+1=2cn，又 a1=7，则 c1=log2（a1+1）=
3，所以数列｛cn｝是首项为 3，公比为 2 的等比数列，所以

cn=3⋅2n-1=log2( )an+1 ，所以 an+1=23⋅2n-1
，所以 an=23⋅2n-1 -1.

由放小麦的规则，得小麦总粒数为 S=1+2+22+⋯+263=
1×( )1-264

1-2 =264-1，所以 23⋅2n-1 -1≤264-1，则 3⋅2n-1≤64，解得

n≤5.故选B.
7.C　提示：设等比数列｛an｝的公比为 q，由 8S6=7S3，

得 8（S6-S3）=-S3，则 a4+a5+a6=- 1
8 ( )a1+a2+a3 ，即 q3（a1+

a2+a3）=- 1
8 ( )a1+a2+a3 ，因 为 an≠0，所 以 q3=- 1

8，解 得

q=- 1
2，又 a1=1

2，则 an= 1
2 ⋅( )- 1

2
n-1

，所以 Sn=
1
2
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2
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n

 .当 n 为奇数时，Sn= 1
3
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú1+( )1

2
n

，所以 Sn≤S1=

1
2，当 n 为偶数时，Sn= 1

3
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú1-( )1

2
n

< 1
3，所以 ( )Sn max= 1

2，又

λ≥Sn恒成立，所以λ≥ 1
2 .故选C.

8.D　提示：设等比数列｛an｝的公比为 q，由 a1·a5=

4a2，得 a1 ⋅a1 q4=4a1 q，即 a1 q3=4，又 a7=a1 q6= 1
2，得 q3=1

8，得
q= 1

2，所以 a1= 4
q3 =32，所以 an=a1 qn-1=32×( )1

2
n-1

=26-n，所

以当 1≤n≤5时，an>1，当 n=6时，an=1，当 n≥7时，0<an<1.令
Tn=a1·a2·a3·…·an，则 T1<T2<…<T5=T6，T6>T7>… ，所 以

( )Tn max=T6=T5=a1 ⋅a2 ⋅a3 ⋅a4 ⋅a5=25×24×23×22×2=215. 所 以

log2a1+log2a2+…+log2an=log2（a1·a2·a3·…·an）=log2Tn≤
log2（a1·a2·a3·a4·a5）=log2215=15.故选D.

二、多项选择题

9.AC　提示：由正项等比数列｛an｝的公比为 q，得 an>

0，q>0.对于A，因为 a4=2，a6=8，所以
ì
í
î

a1 q3=2，
a1 q5=8，解得 a1= 1

4，

q=2，所以 an=a1 qn-1= 1
4 ×2n-1=2n-3，故 A 正确；对于 B，a10=

27=128，故 B 错误；对于 C，因为 an=2n-3，所以
1

an+1
- 1

an
=

1
2n-2 - 1

2n-3 =- 1
2n-2 <0，即 1

an+1
< 1

an
，所以数列{ }1

an
是递减数

列，故C正确；对于D，Sn= a1 ( )1-qn

1-q
=

1
4 ( )1-2n

1-2 =2n-2- 1
4，故

D错误 .故选AC.
10.ABC　提示：因为 a1>1，0<q<1，且（a2023-1）·（a2024-

1）<0，所以 a2023>1，0<a2024<1. 对于 A，S2024-S2023=a2024>0，故
A 正确；对于 B，a2023a2025=a22024<1，故 B 正确；对于 C，D，

a2023>1，0<a2024<1，0<q<1，则数列｛Tn｝中的最大值是 T2023，
故C正确，D错误 .故选ABC.

11.AC　提示：对于 A，因为
3Sn

Tn
=2bn+1，所以当 n=1

时，
3a1
b1

=2b1+1，又a1=b1，所以3=2b1+1，解得 b1=1，则a1=1，

故 A 正确；对于 B，当 n=2 时，
3S2
T2

=2b2+1，即 3 ( )a1+a1 q1
b1+b1 q2

=

2b1 q2+1，将 a1=b1=1，q1=2q2 代入，得
3 ( )1+2q2

1+q2
=2q2+1，即

（2q2+1）（q2-2）=0，解得 q2=2 或 q2=- 1
2，因为｛bn｝是正项等

比数列，所以 q2>0，则 q2=2，所以 b2=b1q2=2，故B错误；对于

C，由选项B可得，q1=2q2=4，所以 a2=a1q1=4，则 S2=a1+a2=5，
又由选项 A，B 知，T2=b1+b2=3，则 T 22 =9，S2≤T 22，故 C 正确；

对于 D，由选项 B 可得，b3=b2q2=4，b4=b3q2=8，所以 T4=b1+
b2+b3+b4=1+2+4+8=15，所以S2<T4，故D错误 .故选AC.

三、填空题

12.2n-1　提示：设等比数列｛an｝的公比为 q（q>0），因

为 a1+a5=17，a3+a7=68，所以 a3+a7=（a1+a5）q2，即 17q2=68，
解得 q=2 或 q=-2（舍去），所以 a1+a5=a1+a1q4=17a1=17，则
a1=1，所以an=a1qn-1=2n-1.

13.2 045　提示：由 an+1=2an+3，得 an+1+3=2（an+3），因

为 a1=1，所以 a1+3=4，所以数列｛an+3｝是以 4为首项，2为

公比的等比数列，所以 an+3=4⋅2n-1=2n+1，则 an=2n+1-3，所
以a10=211-3=2 045.

14.（-1，0）　提示：因为S2024<S2026<S2025，

即
ì
í
î

S2024<S2026，
S2026<S2025，

所以
ì
í
î

S2024<S2024+a2025+a2026，
S2025+a2026<S2025，

所以
ì
í
î

a2025+a2026>0，
a2026<0， 所以

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

a2025>0，
a2026<0，

|| a2025 > || a2026 ，

因为｛an｝是公比为 q的等比数列，

所以

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

a1 q2024>0，
a1 q2025<0，

|| a1 q2024 > || a1 q2025 ，

解得
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

a1>0，
q<0，
-1<q<1，

所以-1<q<0，即 q的取值范围为（-1，0）.
四、解答题

15.解：（1）设｛an｝的公比为 q，则 q≠0，因为 a1=1，a9=
4a7，所以 a1 q8=4a1 q6，即 q8=4q6，解得 q=-2，或 q=2，所以

an=( )-2 n-1
或an=2n-1.

（2）若an=( )-2 n-1
，则Sn= 1-( )-2 n

3 ，

由Sm=127，得（-2）m=-380，此方程没有正整数解 .

若 an=2n-1，则 Sn= 1-2n

1-2 =2n-1，由 Sm=127，得 2m=128，
解得m=7.

综上，m=7.
16.（1）解：因为a2=8，S3=28，q>1，
所以

ì
í
î

a1 q=8，
a1+a1 q+a1 q2=28，

解得
ì
í
î

a1=4，
q=2，或

ì
í
î

ïï

ïïïï

a1=16，
q= 1

2
（舍去），

所以an=a1 qn-1=4⋅2n-1=2n+1.

（2）证明：因为 Sn= 4 ( )1-2n

1-2 =2×2n+1-4，且 n∈N+，所以

a2
n-Sn-7=( )2n+1 2-2×2n+1-3=( )2n+1-3 ( )2n+1+1 >0，所以 a2

n>
Sn+7.

17. 解：（1）因为 a3+a1a5=6，所以 a3+a1a5-6=a3+a23-6=

0，解得 a3=-3或 a3=2.若 a3=-3，a6=16，则 q3= a6
a3

=- 16
3 与 q>

0 矛盾，舍去 . 若 a3=2，a6=16，则 q3=a6
a3

=8，q=2，满足题意，

所以an=a3 qn-3=2×2n-3=2n-2.
（2）因为｛bn｝是严格递增数列，所以 bn+1-bn>0对于任

意 正 整 数 n 都 成 立 ，又 bn= λ ·3n-an，所 以 bn+1-bn=
λ ( )3n+1-3n -( )2n-1-2n-2 =2λ ⋅3n-2n-2>0，即 λ> 1

8 ⋅( )2
3

n

对于

任意正整数 n都成立，因为函数 f ( )x = 1
8 ⋅( )2

3
x

在R上单调

递减，所以
1
8 ⋅( )2

3
n

的最大值是
1
8 ⋅( )2

3
1
= 1

12，所以 λ> 1
12，

即实数λ的取值范围是( )1
12 ，+∞ .

18.解：（1）因为 an+1=3an+1，所以 an+1+
1
2=3( )an+ 1

2 ，又

a1=1，则 a1+ 1
2 = 3

2，所以{ }an+ 1
2 是首项为

3
2，公比为 3的等

比数列，所以 an+
1
2=3

2 ×3n-1=3n

2 ，所以｛an｝的通项公式 an=
3n

2 - 1
2 .

（2）bn=（2n-1）（2an+1）=（2n-1）·3n.所以数列｛bn｝的前

n项和Sn=1×3+3×32+5×33+…+（2n-1）·3n， ① 
3Sn=1×32+3×33+5×34+…+（2n-1）·3n+1， ②
由 ① - ② ，得 -2Sn=3+2（32+33+34+…+3n）-（2n-1）·

3n+1=3+2×
9 ( )1-3n-1

1-3 -（2n-1）·3n+1=（2-2n）·3n+1-6，所以 Sn=

（n-1）·3n+1+3.
19.解：（1）因为 a3=4，a1+a5=17，所以 a1q2=4，a1+a1q4=

17，则 4q4-17q2+4=0，解得 q2=4或 q2=1
4，又 q>1，所以 q2=4，

即 q=2，则a1=1，所以数列｛an｝的通项公式为an=a1qn-1=2n-1.

（2）因为 an=2n-1，所以 an+1=2n，所以 cn=
n2 ⋅an+13n =n2 ⋅2n

3n =

n2·( )2
3

n

，则 cn+1=（n+1）2·( )2
3

n+1
，所 以 cn+1-cn=（n+1）2·

( )2
3

n+1
-n2·( )2

3
n

=( )2
3

n
é
ë
êêêê ù

û
úúúú2

3（n+1）2-n2 =( )2
3

n( - 1
3 n2+ 4

3 n+ 2
3 )，

令 - 1
3 n2+ 4

3 n+ 2
3>0，解得 2- 6<n<2+ 6，又 n∈N+，所以

当 1≤n≤4，n∈N+ 时 ，- 1
3 n2+ 4

3 n+ 2
3 >0，当 n≥5，n∈N+ 时 ，

- 1
3 n2+ 4

3 n+ 2
3<0，所以当 1≤n≤4，n∈N+时，cn+1-cn>0，数列

｛cn｝为递增数列，当 n≥5，n∈N+时，cn+1-cn<0，数列｛cn｝为递

减数列，所以数列｛cn｝的最大值是 c4 或 c5，因为 cn=n2·

( )2
3

n

，所以 c4=42×( )2
3

4
=256

81 ，c5=52×( )2
3

5
= 800

243，则 c5>c4，所

以数列｛cn｝有最大项，第5项为最大项 .
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一、单项选择题

1.D　提示：设等比数列｛an｝的公比为 q（q≠0），由 a2n=
a2

n，且-a2是 a1与 a3的等差中项，得
ì
í
î

a1 q=a21，
-2a1 q=a1+a1 q2，

解得

a1=q=-1.所以an=a1 qn-1=（-1）n，则a5=-1.故选D.
2.B　提示：由 a2=3，且 S2，S1+S3，S5 成等比数列，得

( )S1+S3
2=S2 S5，即（3-d+9）2=（6-d）（15+5d），整理得 2d2-

13d+18=0，解得 d=2 或 d=9
2 .当 d=2 时，a1=a2-d=1>0，符合

题意；当 d=9
2 时，a1=a2-d=- 3

2<0，不符合题意，所以 d=2.故

选B.
3.A　提示：设正项等比数列｛an｝的公比为 q（q>0），

由 a1=3，且-3a1，a2，a3 成等差数列，得 2a2=a3-3a1，即 6q=
3q2-9，解得 q=3（舍去负值），所以 Sn= 3 ( )1-3n

1-3 = 3n+1-3
2 .故

选A.
4.B　提示：当 n≥2 时，nan=n（Sn-Sn-1）=Sn+n（n-1），即

（n-1）Sn-nSn-1=n（n-1），则
Sn

n - Sn-1
n-1=1，因为 a1=-1，则 S11 =

-1，所以数列{ }Sn

n 是以-1为首项，1为公差的等差数列，

所以
Sn

n =-1+n-1=n-2，得 Sn=n（n-2），又 nan=Sn+n（n-1），
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2024—2025学年2024—2025学年2024—2025学年2024—2025学年5.C　提示：因为
 
BA=（0，1，0），

 
BC=（1，-1，1），所以

cos〈 
BA，

 
BC〉=

 
BA ⋅ 

BC

||  
BA ||  

BC
=- 33 ，则 sin〈 

BA，
 
BC〉= 63 ，所以

点A到直线BC的距离d= ||  
BA ·sin〈 

BA，
 
BC〉= 63 .故选C.

6.A　提示：设 AC，PC 的中点分别为 E，D，连接 BE，

DE，BD，则 DE∥PA，DE=1
2PA=2，因为 AB=BC，所以 BE⊥

AC，又平面ABC⊥平面PAC，平面ABC∩平面PAC=AC，BE⊂
平面ABC，所以BE⊥平面PAC，因为PC，DE⊂平面PAC，所
以 BE⊥PC，BE⊥DE，又△PAC 是直角三角形，PA=PC=4，
所以 PA⊥PC，又 DE∥PA，所以 DE⊥PC，又 DE∩BE=E，
DE，BE⊂平面 BDE，所以 PC⊥平面 BDE，因为 BD⊂平面
BDE，所以 PC⊥BD，即∠BDE 为二面角 A-PC-B 的平面

角，在 Rt △ PAC 中，PA=PC=4，得 AC=4 2，则 AE=CE=
2 2，又 BE⊥AC，AB=BC=3，则 BE=1，又 BE⊥DE，所 以

tan∠BDE = BE
DE = 1

2.故选A.
7. B　提示：因为 PD⊥ 底面 ABCD，DA，DC ⊂ 平面

ABCD，所以 PD⊥DA，PD⊥DC，又底面 ABCD 是矩形，所以

DA⊥DC，则以 D为坐标原点，
 
DA，

  
DC，

  
DP的方向分别为 x

轴，y轴，z轴的正方向，建立空间直角坐标系，则 D（0，0，
0），C（0，4，0），A（2，0，0），B（2，4，0），P( )0，0，4 5

5 ，因为

E 是 PA 的 中 点 ，
 
FB=2  

PF，所 以 E( )1，0，2 5
5 ，F ( 2

3，

4
3，

8 5
15 )，所 以

  
DE=( )1，0，2 5

5 ，
  
DF=( )2

3，
4
3，

8 5
15 ，

  
DC=( )0，4，0 . 设平面 DEF 的 法 向量为 n=（x，y，z），则

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

n·  
DE=x+2 5

5 z=0，
n·  

DF=2
3 x+4

3 y+8 5
15 z=0，

令 z= 5，则 x=-2，y=-1，所以

平面 DEF 的一个法向量为 n=（-2，-1， 5），所以点 C 到

平面DEF的距离d= ||   
DC ⋅n

|| n
= 2 10

5 .故选B.
8.A　提示：因为 PA⊥平面 ABC，AB，AC⊂平面 ABC，

所以 PA⊥AB，PA⊥AC，又∠BAC=90°，则 AB⊥AC，所以以 A
为坐标原点，AB，AC，AP 所在直线分别为 x轴，y轴，z轴，
建立空间直角坐标系，由AB=AC=2，PA=4，得A（0，0，0），B
（2，0，0），C（0，2，0），P（0，0，4），D（1，0，0），E（1，1，0），F
（0，1，2），所以

 
PA=( )0，0，-4 ，

  
DE=( )0，1，0 ，

  
DF=（-1，1，

2），设平面 DEF 的法向量为 n=（x，y，z），则
ì
í
î

ïï
ïï
n·  

DE=0，
n·  

DF=0，即

ì
í
î

y=0，
-x+y+2z=0 ，令 z=1，则 x=2，y=0，所以平面 DEF 的一个

法向量为n=（2，0，1），设PA与平面DEF所成的角为 θ，则

sinθ=|| cos
 
PA，n |

|= ||  
PA ⋅n

||  
PA || n

= 55 ，所以 cos θ= 2 5
5 .故选A.

二、多项选择题

9.ACD　提示：由题意，得 b=2a，则 a∥b， || b =2 || a ，故

A，C 正确，B 错误；a在 b方向上的投影向量为
a ⋅b

|| b 2 ⋅b=
( )-1，2，0 ，故D正确 .故选ACD.

 10.CD　提示：因为 PA⊥平面 ABCD，AB，AD⊂平面
ABCD，所以 PA⊥AB，PA⊥AD，又底面 ABCD 为正方形，则
AB⊥AD，所以AB，AD，AP两两垂直，以A为坐标原点，AB，
AD，AP 所在直线分别为 x 轴，y 轴，z 轴，建立空间直角坐
标系 .设 PA=AB=2，则 A（0，0，0），B（2，0，0），D（0，2，0），P
（0，0，2），C（2，2，0），所以

 
PC=( )2，2，-2 ，

  
PD=( )0，2，-2 ，

 
BC=( )0，2，0 ，

 
BP=（-2，0，2），设平面 PCD 的法向量为 n=

（x，y，z），则
ì
í
î

ïï
ïï

n·  
PD=2y-2z=0，

n· 
PC=2x+2y-2z=0，令 y=1，则 z=1，x=0，所以

n=（0，1，1），因为 Q 为线段 BC 上一点（含端点），所以设
  
BQ=λ

 
BC=（0，2λ，0）（0≤ λ ≤1），所以

  
PQ=  

BQ- 
BP=（2，

2λ，-2），设直线 PQ 与平面 PCD 所成角为 θ，所以 sin θ=
|
|

|
| cos n，

  
PQ = || n ⋅  

PQ

|| n ||   
PQ

= 1-λ

4+2λ2
，sinθ 随着 λ 的增大而减

小，所以 sin θ∈é
ë
êêêê ù

û
úúúú0，1

2 ，又 θ∈é
ë
êêêê ù

û
úúúú0，π

2 ，所以 θ∈é
ë
êêêê ù

û
úúúú0，π

6 ，由选

项知，θ不可能是
π
4 或

π
3 .故选CD.

11.ABC　提示：以 D 为坐标原点，DA，DC，DD1所在

直线分别为 x 轴，y 轴，z 轴，建立空间直角坐标系，则 A1
（2，0，2），B（2，2，0），C（0，2，0），C1（0，2，2），E（1，0，0），F
（2，1，0），G（1，2，2），

  
EC1=（-1，2，2），

 
EF=（1，1，0），

 
EG=

（0，2，2），
  
A1C=（-2，2，-2），则

 
EF·  

A1C=0， 
EG·  

A1C=0，所以

EF⊥A1C，EG⊥A1C，又 EF∩EG=E，EF，EG⊂平面 EFG，所以

A1C⊥平面 EFG，故 B 正确；因为 A1C⊥平面 EFG，所以 n=
  
A1C=（-2，2，-2）是平面EFG的一个法向量，cos〈 

EF，
 
EG〉=

 
EF ⋅ 

EG

||  
EF ||  

EG
=1

2，sin〈 
EF，

 
EG〉= 32 ，所 以 S△EFG=1

2 × ||  
EF ×

||  
EG ×sin  

EF，
 
EG =1

2 × 2 ×2 2 × 32 = 3，点 C1 平 面

EFG 的距离 d= ||   
EC1 ⋅n

|| n
= 33 ，所以三棱锥 C1-EFG的体积

为 V=1
3 SΔEFG ⋅d= 1

3 × 3 × 33 = 1
3，故 A 正确；由

  
BC1=（-2，

0，2），得
  
BC1 ⋅  

A1C=0，所以BC1∥平面EFG，故C正确；因为

平面 EFG 的一个法向量为 n=  
A1C=（-2，2，-2），平面 EFC

的一个法向量为m=（0，0，1），cos〈n，m〉= n ⋅m
|| n ||m

=- 33 ，由

图知，二面角 G-EF-C 的平面角为锐角，所以二面角 G-
EF-C的余弦值为 33 ，故D错误 .故选ABC.

三、填空题

12.3或-2　提示：由题意，得λa+b=（4，1-λ，λ），所以

|| λa+b = 42+( )1-λ 2+λ2 = 29，解得λ=3或λ=-2.
13.13　提示：因为点A（0，-1，0），点B（1，-1，0），所以

 
AB=( )1，0，0 ，所以点B到平面PAD的距离为

||  
AB ⋅m

||m
= 1

3.
14.( )1

5，+∞ ；
1
4　提示：以D为坐标原点，DA，DC，DD1

所在直线分别为 x轴，y轴，z轴，建立空间直线坐标系，则

A（1，0，0），B（1，2，0），C（0，2，0），D1（0，0，1），令
   
D1 P=

λ
   
D1 B=( )λ，2λ，-λ ，则 P（λ，2λ，1-λ），0<λ<1，又 D1 P

PB =t，

则 t= λ
1-λ

，
 
PA=（1- λ，-2λ，λ -1），

 
PC=( )-λ，2-2λ，λ-1 ，

由 ∠APC 为 钝 角 ，得
 
PA ⋅ 

PC=-λ ( )1-λ -2λ ( )2-2λ +
( )λ-1 2<0，即 6λ2-7λ +1<0，解得

1
6 <λ<1，则 0<1-λ< 5

6，
所以 t= λ

1-λ
= 1

1-λ
-1∈( )1

5，+∞ . 又  
DA=（1，0，0），则点 P

到直线 AD 的距离 d= ||  
PA

2-( )||  
PA· 

DA

||  
DA

2

= 5λ2-2λ+1 =
2
5 ，即25λ2-10λ+1=0，解得λ=1

5，所以 t= λ
1-λ

= 1
4.

四、解答题

15.（1）证明：因为四棱柱 ABCD-A1B1C1D1，侧棱 A1A⊥
平面 ABCD，AB，AD⊂平面 ABCD，所以 A1A⊥AB，A1A⊥AD，

又AB⊥AD，则以A为坐标原点，AD，AA1，AB所在直线分别

为 x 轴，y 轴，z 轴，建立空间直角坐标系，则 B（0，0，2），C
（1，0，1），E（0，1，0），C1（1，2，1），所以

 
BC=（1，0，-1），

  
EC1=

（1，1，1），所以
 
BC·  

EC1=0，所以
 
BC⊥  

EC1，所以BC⊥C1E.
（2）解：因为 C（1，0，1），E（0，1，0），M 为棱 CE 的中

点，所以 M ( )1
2，

1
2，

1
2 ，则

  
BM=( )1

2，
1
2，- 3

2 ，易知
 
AD=

( )1，0，0 ，所以 cos   
BM，

 
AD =

  
BM ⋅ 

AD

||   
BM ||  

AD
= 1111 ，所以异面

直线BM与AD所成角的余弦值为 1111 .
16.（1）证明：由 F，G 是棱 PB 上的两个三等分点，得

FG=GB= 1
3 PB，因为四边形 ABCD 是正方形，所以 DO=

BO，所以OG∥DF，又OG⊄平面 ADF，DF⊂平面 ADF，所以

OG∥平面ADF.
（2）解：因 为 正 四 棱 锥 P-ABCD，所 以 OP⊥ 平 面

ABCD，又 OA，OB⊂平面 ABCD，所以 OP⊥OA，OP⊥OB，又

四边形 ABCD 是正方形，所以 OA⊥OB，则以 O 为坐标原

点，OA，OB，OP所在直线分别为 x轴，y轴，z轴，建立空间

直角坐标系 .由（1）知，OG//DF，又PF=FG，所以EF是△POG

的中位线，则 E 是 PO 的中点，因为 AB=3 2，则 AO=CO=
3，又 PC=3 5，所 以 PO= ( )3 5 2-32 =6，OE=3，则

A（3，0，0），E（0，0，3），C（-3，0，0），F（0，1，4），
 
EA=

( )3，0，-3 ，
 
AF=( )-3，1，4 ，

 
CF=( )3，1，4 .设平面ACF的法向

量为m=（x，y，z），则
ì
í
î

ïï
ïï

m ⋅ 
AF=-3x+y+4z=0，

m ⋅ 
CF=3x+y+4z=0，令 z=1，则 x=0，

y=-4，得m=（0，-4，1），设AE与平面ACF所成角为 θ，所以

sinθ= |
|

|
| cos  

EA，m = ||  
EA ⋅m

||  
EA ||m

= 3434 ，所以直线 AE 与平面

ACF所成角的正弦值为 3434 .
17.（1）证明：因为底面 ABCD 是正方形，所以 AB⊥

BC，CD⊥AD，又CB⊥BP，AB∩BP=B，AB，BP⊂平面PAB，所
以 BC⊥平面 PAB，所以 BC⊥PA. 又 CD⊥AD，CD⊥DP，AD∩
DP=D，AD，DP⊂平面PAD，所以CD⊥平面PAD，所以CD⊥
PA，又 BC∩CD=C，BC，CD ⊂平面 ABCD，所以 PA⊥平面
ABCD.

（2）解：由（1）知，PA⊥平面 ABCD，所以 PA⊥AB，PA⊥
AD，又底面 ABCD 是正方形，所以 AB⊥AD，以点 A 为坐标
原点，AB，AD，AP 所在直线分别为 x轴，y轴，z轴，建立空
间直角坐标系，因为PA=2，点E，F分别为PB，PD的中点，

所以P（0，0，2），A（0，0，0），E（1，0，1），F（0，1，1），
 
AE=（1，

0，1），
 
AF=（0，1，1），

 
AP=（0，0，2），设平面AEF的法向量为

n=（x，y，z），则
ì
í
î

ïï
ïï

n ⋅ 
AE=x+z=0，

n ⋅ 
AF=y+z=0，令 x=1，则 y=1，z=-1，得 n=

（1，1，-1），所以点P到平面AEF的距离d= ||  
AP ⋅n

|| n
=2 3

3 .
18.（1）证明：因为∠BCD=60°，BC=CD=2，所以△BCD

为等边三角形，所以 BD=2，又四边形 ABCD为梯形，AB∥
DC，则∠ABD=60°，在△ ABD 中，由余弦定理，得 AD2=
AB2+BD2-2AB ⋅BD cos ∠ABD=12，所以 AD2+BD2=AB2，则
AD⊥BD，因为平面 PBD⊥平面 ABCD，平面 PBD∩平面
ABCD=BD，AD⊂平面 ABCD，所以 AD⊥平面 PBD，又 PD⊂
平面PBD，所以AD⊥PD.

（2）解：由（1）知，AD⊥PD，又 AB⊥PD，AD∩AB=A，AD，
AB ⊂ 平 面 ABCD，所 以 PD⊥ 平 面 ABCD，所 以 PD⊥
CD，∠PCD 是 PC 与平面 ABCD 所成角，所以 tan∠PCD=
PD
CD =2，所以 PD=4，由 PD⊥平面 ABCD，得 PD⊥DB，由（1）
知，AD⊥BD，PD⊥DA，则以 D 点为坐标原点，DA，DB，DP
所在的直线分别为 x轴，y轴，z轴，建立空间直角坐标系，

则 B（0，2，0），C（- 3，1，0），P（0，0，4），所 以
 
BP=

( )0，-2，4 ，
 
BC=( )- 3，-1，0 ，设平面PBC的法向量为n1=

（x，y，z），则
ì
í
î

ïï

ïï

n1 ⋅ 
BP=-2y+4z=0，

n1 ⋅ 
BC=- 3 x-y=0，令 z=3，则 y=6，x=-2 3，

得 n1=（-2 3，6，3），由 BD⊥平面 PAD，得平面 PAD 的一

个法向量为 n2=（0，1，0），所以 || cos n1，n2 = || n1 ⋅n2
|| n1 || n2

=
2 57

19 ，所以平面 PBC 与平面 PAD 夹角的余弦值为

2 57
19 .

19.（1）证明：设M，N分别为EF，AB的中点，连接MN，

DM，CN，因 为 AE∥CD∥BF，AE=5，CD=4，BF=3，所 以

MN=CD=4，且 MN∥CD，则四边形 CNMD 为平行四边形，

所以 MD∥CN，因为△ABC 为正三角形，N 为 AB 边的中

点，则CN⊥AB，又AE⊥平面ABC，CN⊂平面ABC，所以AE⊥
CN，又 AE∩AB=A，AE，AB ⊂平面 AEFB，所以 CN⊥平面

AEFB，又 MD∥CN，所以 MD⊥平面 AEFB，又 MD ⊂平面

DEF，所以平面DEF⊥平面AEFB.
（2）解：因为 AE⊥平面 ABC，则以点 A 为坐标原点，

AC，AE所在直线分别为 y轴，z轴，建立空间直角坐标系，

则 E（0，0，5），D（0，2，4），F（ 3，1，3）.设点 P（0，0，t），则
  
DF=( )3，-1，-1 ，

  
DE=( )0，-2，1 ，

  
DP=( )0，-2，t-4 .

设 平 面 PDF 的 法 向 量 为 n1=（x1，y1，z1），则

ì
í
î

ïï

ïï

n1 ⋅  
DF= 3 x1-y1-z1=0，

n1 ⋅  
DP=-2y1+( )t-4 z1=0，令 z1=2，则 y1=t-4，x1= t-2

3 ，所

以 n1=( )t-2
3 ，t-4，2 . 设平面 EDF 的法向量为 n2=（x2，y2，

z2），则
ì
í
î

ïï

ïï

n2 ⋅  
DE=-2y2+z2=0，

n2 ⋅  
DF= 3 x2-y2-z2=0，令 y2=1，则 x2= 3，z2=2，

所 以 n2=( )3，1，2 ，则 || cos n1，n2 = || n1·n2
|| n1 || n2

=cos π
3 = 1

2，
将 n1，n2代入，化简得，t2+8t-29=0，解得 t=±3 5 -4，因为

点 P为线段 AE上一点，则 0≤t≤5，所以 t=3 5 -4，所以存

在点P满足条件，此时AP=3 5 -4.
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所以 an=n ( )n-2 +n ( )n-1

n =2n-3，所以 bn=( )-1 nan=
（-1）n（2n-3），所以数列｛bn｝的前 51项之和为（1+1）+（-3+
5）+…+（-95+97）-99=2×25-99=-49.故选B.

5.C　提示：由
Pk

Pk-1
= 1

2k，得
Pn

Pn-1
= 1

2n，
Pn-1
Pn-2

= 1
2n-1，…，

P1
P0

= 1
2，所 以

Pn

P0
= 1

2n × 1
2n-1 ×⋯× 1

2 = 1
2 n ( )n+1

2
≥2-2024，所 以

n ( )n+1
2 ≤2 024，即 n（n+1）≤4 048，显然 f（n）=n（n+1）关于

n 单调递增，其中 n∈N+ ，又 f（63）=4 032<4 048<f（64）=
4 160，所以n的最大值为63.故选C.

6. A　提示：由题意，得当 n 为奇数时，an+2=2an+1=
2（an+1），则 an+2=2an+2，则 an+2+2=2（an+2），又 a1=1，所以 
数列｛a2n-1+2｝是以 a1+2=3 为首项，2 为公比的等比数列，

所 以 a2n-1+2=3·2n-1，即 a2n-1=3·2n-1-2，则 a2n=a2n-1+1=3·
2n-1-1，即 a2n-1+a2n=3（2n-1），n∈N+，所以 S100=（a1+a2）+（a3+
a4）+…+（a99+a100）=3×［（2-1）+（22-1）+…+（250-1）］=3×
2×( )1-250

1-2 -150=3×251-156.故选A.
7. C　提示：因为 an+1=-an+3n+2（n≥2），所以 an+2=

-an+1+3( )n+1 +2（n∈N+），a3=-a2+8，所以an+2=an+3（n≥2），又

a2=a，a3=-a2+8，所以数列｛an｝的偶数项按项数从小到大

排列是公差为 3的等差数列，所以当 n为偶数时，an= 3
2 n+

a-3；当 n≥3，且 n 为奇数时，an= 3
2 n+ 7

2 -a. 因为数列｛an｝

单调递增，所以 an≥an-1（n≥2），所以当 n≥3，且 n为奇数时，
3
2 n+ 7

2 -a> 3
2 ( )n-1 +a-3，解得 a<4；当 n≥4，且 n 为偶数

时，
3
2 n+a-3> 3

2 ( )n-1 + 7
2 -a，解得 a> 5

2，由 a2>a1，得 a>2，
所以

5
2 <a<4.故选C.
8. B　提示：因为 Sn=2an-2n+1，所以 an+1=Sn+1-Sn=

2an+1-2n+2-( )2an-2n+1 ，整理得，
an+12n+1 - an2n =1，又 a1=S1=2a1-

22，解得 a1=4，则 a12 =2，所以数列{ }an2n 是以 2为首项，1为

公差的等差数列，

所以
an2n =2+n-1=n+1，则 an=( )n+1 ⋅2n，Sn=2an-2n+1=

n·2n+1，所以（m2-10m）an≤（n-19）Sn，即（m2-10m）( )n+1 ·2n≤
（n-19）n·2n+1，则 m2-10m≤ 2n ( )n-19

n+1 ，因 为
2n ( )n-19

n+1 =
2[ ]( )n+1 2-21( )n+1 +20

n+1 =2 ( )n+1+ 20
n+1 -21 ，令 t=n+1，由

对勾函数性质，知 y= t+ 20
t 在 ( )0，2 5 上单调递减，在

( )2 5 ，+∞ 上单调递增，又 t∈N+ ，所以 t=4 或 t=5 时，

ymin=9，则 2 ( )n+1+ 20
n+1 -21 的最小值为-24，由题意，得

m2-10m≤-24，解得 4≤m≤6，则实数 m 的最大值为 6. 故
选B.

二、多项选择题

9.AD　提示：由题意，得a2+a3=2a4，即a2 ( )1+q =2a2 q2，

因为等比数列每一项都不为 0，所以 2q2-q-1=0，解得 q=
- 1

2 或 q=1.故选AD.
10.ABD　提示：因为数列｛an｝的首项 a1=1，且 an+1=

4an+3n，则 a2=4a1+3=7，故 A 正确；因为 a1=1>0，所以 an+1=
4an+3n>0，则 Sn+1-Sn=an+1>0，所以数列｛Sn｝是递增数列，故

B 正确；因为
an+1+3n+1

an+3n = 4an+3n+3n+1

an+3n = 4 ( )an+3n

an+3n =4，所以

数列｛an+3n｝是首项为 a1+3=4，公比为 4的等比数列，故C
错误；由 an+3n=4×4n-1，得 an=4n-3n，则 a10=410-310=220-
310，故D正确 .故选ABD.

11.BC　提示：由 2Sn=3n+1-3，得 a1=S1=3，当 n≥2 时，

2an=2Sn-2Sn-1=3n+1-3-（3n-3）=2×3n，即 an=3n，当 n=1 时，上

式也成立，所以数列｛an｝是首项和公比均为 3 的等比数

列，故B正确；由
Tn

n = 1
2 bn+1，得当 n=1时，b1=T1=1

2b1+1，解
得 b1=2，则 a1≠3b1，故 A 错误；当 n≥2 时，bn=Tn-Tn-1=1

2nbn+

n-1
2（n-1）bn-1-（n-1），化简得（n-2）bn-（n-1）bn-1+2=0，当

n≥3 时，所以
bn

n-1- bn-1
n-2=- 2

( )n-1 ( )n-2 =-2( 1
n-2 - 1

n-1 )，

即
bn

n-1=b2+( )b32 - b21 +( )b43 - b32 +…+( )bn

n-1 - bn-1
n-2 =b2+（-2）·

é
ë
êêêê ù

û
úúúú( )1- 1

2 +( )1
2 - 1

3 +…+( )1
n-2 - 1

n-1 =b2-2( )1- 1
n-1 ，则 bn=

b2（n-1）-2（n-2）=（b2-2）n+4-b2，当 n=1，n=2时，上式也成

立，所以数列｛bn｝是公差为 b2-2的等差数列，故C正确；若

b2=3，由 C 选项，可得 bn=n+1，则
1

bn log3an
= 1

n ( )n+1 =1
n-

1
n+1， ∑n=1

10 1
bn log3an

=( )1- 1
2 +( )1

2 - 1
3 +…+( )1

10 - 1
11 =1- 1

11=
10
11，故D错误 .故选BC.

三、填空题

12.30　提示：设等比数列｛an｝的公比为 q，由 S2=6，且
a2与a3的等差中项为6，得a1+a1q=6，a2+a3=a1q+a1q2=12，解
得a1=q=2，所以S4=2×( )1-24

1-2 =30.

13.
ì
í
î

ïï

ïïïï

9，n=1，
2n+3
2n-1，n≥2　提示：因为a1+3a2+5a3+⋯+( )2n-1 an=

( )n+2 2
，当 n≥2 时，a1+3a2+5a3+⋯+( )2n-3 an-1=( )n+1 2

，两

式相减，得（2n-1）an=2n+3，所以an= 2n+3
2n-1（n≥2），当n=1时，

a1=9，上 式 不 成 立 ，所 以 数 列｛an｝的 通 项 公 式 为

an=
ì
í
î

ïï

ïïïï

9，n=1，
2n+3
2n-1，n≥2.
14. 3

32　提示：因为 2Sn=n2+n，当 n=1 时，2a1=2S1=2，
即 a1=1，当 n≥2 时，2an=2Sn-2Sn-1=n2+n-（n-1）2-（n-1）=
2n，则 an=n（n≥2），当 n=1 时，上式也成立，所以 an=n（n∈
N+），则

an2n = n
2n，所以 Tn= 1

2 + 2
22 + 3

23 +⋯+ n
2n，

1
2 Tn= 1

22 + 2
23 +

3
24 +⋯+ n-1

2n + n
2n+1，两 式 相 减 ，得

1
2 Tn= 1

2 + 1
22 + 1

23 +⋯+
1
2n - n

2n+1 =1- 1
2n - n

2n+1，则 Tn=2- n+2
2n ，所以 n ||Tn+1-2 - t=n ⋅

n+3
2n+1 - t≤ 7n

2n+1，即 t≥ n2-4n
2n+1 恒 成 立 . 令 f ( )n = n2-4n

2n+1 ，则

f ( )n+1 - f ( )n = ( )n+1 2-4 ( )n+1
2n+2 - n2-4n

2n+1 = 6-( )n-3 2

2n+2 ，所以

当 1≤n≤5时，f（n+1）>f（n），f（n）单调递增，当 n≥6时，f（n+

1）<f（n），f（n）单调递减，所以 f ( )n max= f ( )6 = 3
32，所以 t≥

3
32，则实数 t的最小值为

3
32 .

四、解答题

15.解：（1）设数列｛an｝的公差为 d，数列｛bn｝的公比为

q，因为 a3=b2，b2=a2+1，所以 a3=a2+1，即 d=1，又 a1=1，所以

an=1+（n-1）=n，所以 b2=a3=3，又 b1=1，则 q= b2
b1

=3，所以 bn=
3n-1.

（2）因为 cn=an+bn=n+3n-1，所以 c1+c2+…+cn=（a1+a2+…+
an）+（b1+b2+…+bn）=（1+2+3+…+n）+（1+3+9+…+3n-1）=
n ( )n+1

2 + 1-3n

1-3 = 3n+n2+n-1
2 .

16.（1）解：因为 Sn=2an-2，所以当 n=1 时，S1=2a1-2=
a1，解得a1=2，当n≥2时，Sn-1=2an-1-2，两式相减，得an=2an-
2an-1，则 an=2an-1（n≥2），又 a1=2，所以数列｛an｝为以 2为首

项，2为公比的等比数列，所以an=2×2n-1=2n.
（2）证明：由（1）知，a2n-1=22n-1，所以 bn=log2a2n-1=2n-

1，则 bn+1=2n+1，所以 cn= 1
bnbn+1

= 1
(2n-1) (2n+1) = 1

2 ( 1
2n-1 -

1
2n+1 )，所以 c1+c2+…+cn=1

2
é
ë
êêêê(1- 1

3 )+( 1
3 - 1

5 )+⋯+( 1
2n-1 -

1
2n+1 )ùûúúúú=1

2 (1- 1
2n+1 )= 1

2 - 1
4n+2 < 1

2 .

17.解：（1）若选①，因为 an是 2与 Sn的等差中项，所以

2an=2+Sn，所以当 n≥2 时，2an-1=2+Sn-1，两式相减，得 2an-
2an-1=an，即 an=2an-1（n≥2），在 2an=2+Sn中，令 n=1，得 2a1=
2+S1=2+a1，则 a1=2，所以数列｛an｝是首项为 2，公比为 2的

等比数列，所以an=2·2n-1=2n.
若选②，由 Sn+1=a1（Sn+1），得 Sn+1=2（Sn+1），所以当 n≥

2 时，Sn=2（Sn-1+1），两式相减，得 an+1=2an（n≥2），又 a1=2，
所以当 n=1时，S2=a1（S1+1），即 2+a2=6，得 a2=4，所以当 n=
1时，a2=2a1，上式也成立，所以数列｛an｝是首项为 2，公比

为2的等比数列，所以an=2·2n-1=2n.
若选③，在Sn=2n+1-2中，令n=1，得a1=22-2=2，当n≥2

时，Sn-1=2n-2，两式相减，得an=2n（n≥2），当n=1时，a1=2，上
式也成立，所以an=2n（n∈N+）.

（2）因为｛an·bn｝是以 2为首项，4为公差的等差数列，

所以 an·bn=2+4（n-1）=4n-2，由（1）知，an=2n，所以 bn=
2n-1
2n-1 ，所以Tn=1×( )1

2
0
+3×( )1

2
1
+5×( )1

2
2
+…+2n-1

2n-1 ，

1
2Tn=1× ( )1

2
1
+3× ( )1

2
2
+…+2n-3

2n-1 +2n-1
2n ，

两 式 相 减 ，得
1
2Tn=1 ×( )1

2
0
+ 2 ×

é

ë
êêêê( 1

2 ) 1
+( 1

2 ) 2
+…+

( 1
2 ) n-1ù

û
úúúú- 2n-1

2n = 1 + 2 ×

1
2 ( )1- 1

2n-1

1- 1
2

-2n-1
2n =3-2n+3

2n ，所 以

Tn=6-2n+3
2n-1 .

18.解：（1）因为
1

3a1
+ 1

5a2
+ 1

7a3
+⋯+ 1

( )2n+1 an

= n
2n+1，

所以当 n≥2时，
1

3a1
+ 1

5a2
+ 1

7a3
+⋯+ 1

( )2n-1 an-1
= n-1

2n-1，两
式相减，得

1
( )2n+1 an

= n
2n+1 - n-1

2n-1 = 1
( )2n+1 ( )2n-1 ，所

以 an=2n-1（n≥2），又当 n=1时，
1

3a1
= 1

3，则 a1=1，上式仍成

立，所以an=2n-1（n∈N+）.

（2）①由（1）知，an=2n-1，则 bn= an+1
2an

= 2n
22n-1，所以 Sn=

2
21 + 4

23 + 6
25 +⋯+ 2n

22n-1，所以
1
4 Sn= 2

23 + 4
25 + 6

27 +⋯+2 ( )n-1
22n-1 +

2n
22n+1，两 式 相 减 ，得

3
4 Sn= 2

2 + 2
23 + 2

25 +⋯+ 2
22n-1 - 2n

22n+1 =
1- 1

4n

1- 1
4

- 2n
22n+1 = 4

3 - 3n+4
3×22n，所以Sn= 16

9 - 12n+16
9×22n .

② 由 ① 得，Sn= 16
9 - 12n+16

9×22n ，则不等式 ( )3n+4 m≥
( )2n-5 ( )16

9 -Sn ×2n 恒成立，转化为m≥ 2n-5
9×2n-2 恒成立 .设

cn= 2n-5
9×2n-2，则 cn+1-cn= 2n-3

9×2n-1 - 2n-5
9×2n-2 = 7-2n

9×2n-1，所以当 n≤
3 时，cn+1>cn，当 n≥4 时，cn+1<cn，所以数列｛cn｝的前 4 项递

增，从第 5项开始递减，所以｛cn｝的最大值是 c4= 1
12，所以

m≥ 1
12，即m的取值范围是[ )1

12 ，+∞ .

19.解：（1）在排列 51243中，与 5构成逆序的有 4个，

与 1构成逆序的有 0个，与 2构成逆序的有 0个，与 4构成

逆序的有 1个，与 3构成逆序的有 0个，所以T（51243）=4+
0+0+1+0=5.

（2）由（1）中的方法，同理可得 T（3412）=4，因为

T（51243）=5，所以 an+1=5an-4. 设 an+1+λ=5（an+λ），得 an+1=
5an+4λ，所以 4λ=-4，解得 λ=-1，则 an+1-1=5（an-1），因为

a1=2，则 a1-1=1，所以数列｛an-1｝是首项为 1，公比为 5 的

等比数列，所以an-1=5n-1，则an=5n-1+1.
（3）因为 ji=n+1-i（i=1，2，⋯，n），所以 bn=T ( )j1 j2⋯jn =

( )n-1 +( )n-2 +⋯+1+0= n ( )n-1
2 ，

所 以
1

b n+1
= 2

n ( )n+1 =2 ( )1
n - 1

n+1 ，所 以 Sn= 1
b2

+ 1
b3

+

…+ 1
bn+1

=2×é
ë
êêêê ù

û
úúúú( )1- 1

2 +( )1
2 - 1

3 +⋯+( )1
n - 1

n+1 =2 (1- 1
n+1 )=

2n
n+1 .
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一、单项选择题

1.A　提示：对于空间中的 4 个点，若其中 3 个点共
线，则这 4 个点共面，此时与“四点不共面”矛盾，故 A 正
确；空间中，垂直于同一条直线的两条直线可能平行、相
交或异面，故 B 错误；空间中，两组对边分别相等的四边
形可能是空间四边形，也可能是平行四边形，故 C 错误；
两个不重合的平面最多可将空间分成四个部分，故 D 错
误 .故选A.

2.C　提示：对于A，直线m，l可能平行、相交或异面，
故 A 错误，对于 B，平面 α，β可能相交或平行，故 B 错误，
对于 C，由直线与平面平行的性质，可得 C 正确；对于 D，
平面α∥β，故D错误 .故选C.

3.B　提示：设正四棱台的斜高为 h，高为 H，则表面

积为 22+42+4× 1
2 ×( )2+4 h=20+12 10，解得 h= 10，所

以侧棱长为 10+( )4-2
2

2
= 11，因为正四棱台上、下底

面的对角线长分别为 2 2 和 4 2，所以正四棱台的高

H= 11-( )4 2 -2 2
2

2
=3，则该正四棱台的体积 V= 1

3 ×
（4+16+ 4×16 ）×3=28.故选B.

4.C　提示：连接 A1D，D1E，因为 A1B1∥CD，A1B1=CD，
所以四边形 A1B1CD 是平行四边形，所以 A1D∥B1C，则异
面直线 DE 与 B1C 所成角为 ∠A1 DE（或其补角）.设正方体

ABCD-A1B1C1D1的棱长为 2，则 A1 D=2 2，A1E=D1E= 2，
在 Rt △ DD1E 中，DE= DD21+D1 E2 = 6，则 A1 D2=A1 E2+
DE2，所以△A1ED 是直角三角形，所以 cos ∠A1 DE= DE

A1 D =
32 .故选C.

5.B　提示：取B1C1的中点D，BB1的中点E，连接MD，
DE，ME，易 知 MD∥A1B1∥AB，DE∥BC1，又 MD ⊄ 平 面
ABC1，AB⊂平面 ABC1，所以 MD∥平面 ABC1，同理可得，
DE∥平面 ABC1，又 MD∩DE=D，MD，DE⊂平面 MDE，所以
平面 MDE∥平面 ABC1，又 MN∥平面 ABC1，所以点 N的轨

迹为线段DE，又DE= 1
2 BC1=2，所以BC1=4.故选B.

6.C　提示：对于A，因为底面ABCD是矩形，所以AB∥
CD，又 AB ⊄平面 PCD，CD ⊂平面 PCD，所以 AB∥平面
PCD，故 A 正确；对于 B，因为 PA⊥平面 ABCD，BC⊂平面
ABCD，所以 PA⊥BC，又底面 ABCD 是矩形，所以 AB⊥BC，
又 PA∩AB=A，PA，AB⊂平面 PAB，所以 BC⊥平面 PAB，又
PB⊂平面 PAB，所以 PB⊥BC，故 B 正确；对于 C，若 PC⊥
BD，因为 PA⊥平面 ABCD，所以 PA⊥BD，又 PC，PA⊂平面
PAC，PC∩PA=P，所以 BD⊥平面 PAC，则 BD⊥AC，又底面
ABCD是矩形，AD=2AB，所以AC与BD不垂直，矛盾，所以
PC与BD不垂直，故C错误；对于D，因为PA⊥平面ABCD，
PA⊂平面 PAD，所以平面 PAD⊥平面 ABCD，故 D 正确 .故
选C.

7.B　提示：取BC中点D，连接AD，PD，因为△ABC为
边长为2的等边三角形，则AB=AC，又∠PAB=∠PAC=45°，
所以△ PAB≌△ PAC，即 PB=PC，所以 PD⊥BC，又 AD⊥
BC，AD∩PD=D，AD，PD⊂平面PAD，所以BC⊥平面PAD，又
PA⊂平面 PAD，所以 PA⊥BC，则 AP 在平面 ABC 的射影落
在 AD上，所以∠PAD为直线PA与平面 ABC所成角，又在

△PAB 中，PA= 2 ，AB=2，∠PAB=45°，由余弦定理，得

PC=PB= 22+（ 2 ）2-2×2× 2 × 22 = 2，则 PD=1，又

AD= 3，所以AD2=AP2+PD2，则∠APD=90∘，所以sin ∠PAD=
PD
AD = 33 .故选B.

8.C　提示：取正△BCD 的中心为 P，连接 AP，PC，则
正三棱锥A-BCD的外接球球心O在AP上，连接OC，因为

在正△BCD中，BC=2，所以PC= 2
3 ×BC sin π

3 = 2 3
3 .

在 Rt△APC中，AC= 3，所以 AP= AC2-PC2 = 153 .

设外接球的半径为R，则OC=OA=R，在Rt△OPC中，OP2+
PC2=OC2，即 ( )153 -R

2
+( )2 3

3
2
=R2，解 得 R= 9

2 15 ，

所以正三棱锥 A-BCD 的外接球表面积 S=4πR2= 27π
5 . 故

选C.
二、多项选择题

9.BC　提示：对于A，只有当α⊥β时，才能存在m⊂α，
使得m⊥β，故A错误；对于B，当m∥l时，结合线面平行的
判定，得m∥β，故B正确；对于C，若α⊥β，则结论成立，若
α与 β不垂直，则对任意m⊂α，设 a⊂β，使得 a为m在平面
β上的射影，存在 n⊂β，使得 n⊥a，此时m⊥n，故C正确；对
于 D，当 m∩l=A 时，在平面 β 内不存在直线 n，使得 m∥n，
故D错误 .故选BC.

10.ACD　提示：对于 A，连接 CF，棱长为 2的正方体

ABCD-A1B1C1D1 中，F 为 DD1 的中点，所以 CO= 2，OF=
3，CF= 5，则 CF2=OC2+OF2，则 OC⊥OF，故 A 正确；对

于 B，连接 A1F，A1O，易证 A1F∥CE，所以∠A1FO（或其补

角）为 CE 与 OF 所成角，在△A1FO 中，A1F= 5，OF= 3，
A1O= 6，由余弦定理的推论，得 cos∠A1FO= 5+3-6

2× 5 × 3 =
1515 ，则 CE与 OF所成角的余弦值为 1515 ，故 B错误；对

于C，取C1C的中点G，连接BG，因为E，F分别为BB1，DD1
的中点，易证BG∥C1E，BG∥AF，所以AF∥C1E，所以A，E，
C1，F 四点共面，故 C 正确；对于 D，连接 EF，则 AE=AF=

5，EF=2 2，在 △ AEF 中 ，由 余 弦 定 理 的 推 论 ，得

cos∠EAF= 5+5-8
2× 5 × 5 = 1

5，则 sin∠EAF=2 6
5 ，所以 S△AEF=

 12 AE⋅AF⋅sin∠EAF=1
2 × 5 × 5 × 2 6

5 = 6，故 D 正确 . 故

选ACD.
11.ABD　提示：对于 A，因为 PB⊥平面 AEF，PB⊂平

面PAB，所以平面AEF⊥平面PAB，故A正确；对于B，因为
PB⊥平面 AEF，AE⊂平面 AEF，所以 PB⊥AE，又△PAB 为
等边三角形，所以E为PB的中点，故B正确；对于C，因为
PB⊥平面 AEF，EF⊂平面 AEF，所以 PB⊥EF，设△PAB 的

边长为 2，则BC= 2，PB=2，AB= 2，取AB的中点O，连接

CO，PO，则 CO=1
2AB=1，PO= 32 AB= 3，因为平面 PAB⊥

平面 ABC，平面PAB∩平面 ABC=AB，CO⊥AB，所以CO⊥平

面PAB，则CO⊥PO，所以PC= PO2+CO2 =2，在△BPC中，

由余弦定理的推论，可得 cos ∠BPC= PC2+PB2-BC2

2⋅PC ⋅PB
= 3

4，
在 Rt△ PEF 中，cos ∠BPC=PE

PF= 1
PF=3

4，所以 PF=4
3，FC=

PC-PF=2
3，所以 PF=2FC，故 C 错误；对于 D，因为 PF=

2FC，M为EB的中点，所以PE=2EM，所以CM∥FE，又FE⊂
平面AEF，CM⊄平面AEF，所以CM∥平面AEF，故D正确 .
故选ABD.

三、填空题

12.3π　提示：设圆锥的底面半径为 r，母线长为 l，侧

面积为S，因为2πr=2π
3 l=2π，所以 r=1，l=3，所以S=πrl=3π.

13. 33 　提示：设点 C 到平面 EBD 的距离为 d，由题

意，得 DE=BE=DB= 2，所以△EBD为等边三角形，所以

S△EBD= 34 ×( 2 )2= 32 ，因为 VE-BCD=VC-EBD，所以
1
3 ·EC·

S△BCD= 1
3 ·S△EBD·d，即

1
3 ×1× 1

2 ×1×1= 1
3 × 32 ×d，解 得 d=

33 .

14. 7+5 3
32 　提示：不妨令 AB=2，因为 CD= 3 AB，

且 AB+CD=2O1O2，所以 CD=2 3，O1O2= 3 +1，则圆台

上、下底面半径分别为 r1=1，r2= 3，高 h= 3 +1，设 OO1=
x，得 r21+x2=r22+（ 3 +1-x）2，解得x= 3，所以R= 12+（ 3 ）2 =
2，所 以 V1= 1

3 ×( 3 +1)×(π+3π+ 3 π)= 7+5 3
3 π，V2=

4
3 πR3= 32π

3 ，所以
V1
V2

= 7+5 3
32 .

四、解答题

15.证明：（1）因为底面 ABCD 是菱形，所以 BD⊥AC，
又PA⊥平面 ABCD，BD⊂平面 ABCD，所以PA⊥BD，又PA∩
AC=A，PA，AC⊂平面PAC，所以BD⊥平面PAC.

（2）设 AC∩BD=O，连接 OE，因为底面 ABCD 是菱形，
所以O为BD的中点，又E为PD的中点，所以OE∥PB，又
OE⊂平面AEC，PB⊄平面AEC，所以PB∥平面AEC.

16.（1）证明：因为平面ABCD⊥平面AEB，平面ABCD∩
平面 ABE=AB，BC⊥AB，所以 BC⊥平面 ABE，又 AE⊂平面
ABE，所以 BC⊥AE. 易证 AD⊥BD，则 AE⊥BE，又 BC∩BE=
B，BC，BE⊂平面 BCE，所以 AE⊥平面 BCE，又 AE⊂平面
AED，所以平面AED⊥平面BCE.

（2）解：存在点 P，使 EC∥平面 PBD，且
EP
EA = 1

3 . 连接

AC，交BD于点Q，由CD∥AB，AB=2CD，得
CQ
QA = CD

AB = 1
2 .又

EC∥平面PBD，EC⊂平面 AEC，平面PBD∩平面 AEC=PQ，

所以CE∥PQ，所以
CQ
QA = EP

PA = 1
2，则

EP
EA = 1

3.
17.（1）证明：连接OC，在Rt△ABD中，因为AB=AD，O

是 BD 的中点，所以 AO⊥BD，AO= 1
2 BD=1. 在等边△BCD

中，OC=CD⋅sin π
3 = 3 . 在△AOC中，AO=1，OC= 3，AC=2，

则AO2+CO2=AC2，所以∠AOC=90°，即AO⊥OC.又OC∩BD=O，
OC，BD⊂平面BCD，所以AO⊥平面BCD.

（2）解：分别取AC，BC的中点M，E，连接OM，ME，OE.
因为 O，E，M 分别是 BD，BC，AC 的中点，所以 OE∥DC，
EM∥AB，所以∠OEM（或其补角）为异面直线 AB与 CD所

成的角 .易知 AB=AD= 2，则 EM= 1
2 AB= 22 ，OE= 1

2 DC=
1. 由（1）知，AO⊥OC，所以 OM= 1

2 AC=1，则 OM=OE，所以

△OEM为等腰三角形，则 cos ∠OEM=
1
2 EM

OE = 24 ，所以异

面直线AB与CD所成角的余弦值为 24 .

18.（1）证明：取AB的中点N，连接NB1，NM，因为M为
AC 的中点，所以 NM∥BC，又 AB⊥BC，所以 AB⊥MN，因为
B1C1∥BC，所以 B1C1∥MN，所以 M，N，B1，C1四点共面，因
为AB⊥MN，MB1⊥AB，MB1∩MN=M，MB1，MN⊂平面MNB1C1，
所以AB⊥平面MNB1C1，又MC1⊂平面MNB1C1，所以MC1⊥AB.

（2）解：因为 AB⊥平面 MNB1C1，所以 AB⊥NB1. 又 AB=
BC=2，BB1=4，所以 NB1= 15，因为 MN= 1

2 BC=1，MB1=
14，所以B1 M 2+MN 2=B1 N 2，则B1M⊥MN，又AB⊥MB1，因

为 MN∩AB=N，MN，AB⊂平面 ABC，所以 MB1⊥平面 ABC，

所以 MB1⊥MC，由 AB⊥BC，AB=BC=2，得 AC=2 2，MC=
2，则Rt△B1MC中 ，B1C=4.设C到平面MB1C1的距离为

d，因为 BC∥B1C1，BC⊄平面 MB1C1，B1C1⊂平面 MB1C1，所
以 BC∥平面 MB1C1，由（1）知，AB⊥平面 MNB1C1，所以 d=
BN=1，设直线B1C与平面MB1C1所成的角为 θ，所以 sin θ=

d
B1C

= 1
4 .

19.（1）证明：因为 DE∥CF，DE⊂平面 ADE，CF⊄平面
ADE，所以CF∥平面ADE，在正方形ABCD中，AD∥BC，又
AD ⊂平面 ADE，BC⊄平面 ADE，所以 BC∥平面 ADE，又
CF∩BC=C，CF，BC⊂平面BCF，所以平面ADE∥平面BCF.

（2）解：连接 BD，延长 EF，DC 交于点 O，因为正方形

ABCD 的边长为 2，则 AD=AB=2，又 DE=2，AE=2 2，所以

AD2+DE2=AE2，则 AD⊥DE，又 BD= AB2+AD2 =2 2，BE=
2 3，DE=2，所以 BD2+DE2=BE2，所以 BD⊥DE，又 AD∩
BD=D，AB，BD ⊂ 平面 ABCD，所以 DE⊥ 平面 ABCD，所
以∠DOE为直线EF与平面ABCD所成的角 .在△ODE中，

由
CO
DO = CF

DE = 1
2，即

CO
2+CO

= 1
2，解 得 CO=2，则 DO=4，

tan∠DOE= DE
DO = 1

2，即直线 EF与平面 ABCD所成角的正切

值为
1
2 .

（3）解：连 接 EC，由（2）知 ，DE⊥ 平 面 ABCD，则

VE-ABCD= 1
3 ·DE·SABCD= 1

3 ×2×2×2= 8
3，因 为 DE⊥ 平 面

ABCD，DE∥CF，所以CF⊥平面ABCD，又CD⊂平面ABCD，
所以 CF⊥CD，又 CD⊥BC，CF∩BC=C，CF，BC⊂平面BCF，所

以CD⊥平面BCF，所以VE-BCF= 1
3 S△BCF ⋅DC= 1

3 × 1
2 ×2×1×2= 2

3，
所以多面体ABCDEF的体积V=VE-ABCD+VE-BCF= 10

3 .
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第2~3版同步周测参考答案

一、单项选择题
1.A　提示：由题意，得 a-b=（-2，1，2），因为 c=（-1，

2x，1），（a-b）∥c，所以
-2
-1 = 1

2x
=2，解得 x=1

4.故选A.
2.D　提示：由 a⊥b，得 a·b=2×0+2×6-3m=0，解得 m=

4.故选D.
3. C　提示：因为 a=（1，0，1），b=（2，1，2），所以

cos a，b = a ⋅b
|| a || b

= 4
2 ×3 = 2 2

3 .故选C.
4. B　提示：连接 ON，因为

  
OM = 1

3
  
MA，所以

  
OM=

1
4
 
OA=1

4a，又 N 为 BC 的中点，则
  
ON= 12 ( )  

OB+  
OC = 1

2 (b+
c)，所以

  
MN=  

ON-  
OM= 12（b+c）-1

4a=-1
4a+1

2b+1
2c，又

  
MN=

xa+yb+zc，所以 x+y+z=-1
4+1

2+1
2=3

4.故选B.


