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一、单项选择题
1.B    提示：

 
AB-  

DB- 
AC= 

AB+  
BD- 

AC= 
AD- 

AC=  
CD.故选B.

2.D    提示：向量 a在向量 b上的投

影向量为
a ⋅b

|| b
⋅ b

|| b
= a ⋅b

|| b 2 ⋅b= 2+8-8
1+4+4 ⋅( )1，2，2 =( 2

9，
4
9，

4
9 ).

故选D.
3.D    提示：由题意知，

  
MN=  

ON-  
OM= 1

2
  
OC- 1

2 (  
OA+

  
OB )，因为

 
OA=a，  

OB=b，  
OC=c，所以

  
MN=1

2（c-a-b）.故选D.
4.D    提示：因为 a，b，c共面，且 a，b都不是零向量，

所以存在实数 m，n，使得 c=ma+nb，又 a=（1，-1，4），b=
（-2，1，-2），c=（-3，1，λ），即（-3，1，λ）=（m，-m，4m）+
（-2n，n，-2n），所以

ì
í
î

ïïïï

ïïïï

m-2n=-3，
n-m=1，
4m-2n=λ，

解得m=1，n=2，λ=0.故选D.
5.C    提示：因为点 B（-1，1，4），C（2，-1，3），所以 

BC=( )3，-2，-1 ，因为
 
AP∥ 

BC，

所以可设
 
AP=（3λ，-2λ，-λ），因为 ||  

AP = 14，所以

( )3λ 2+( )-2λ 2+( )-λ 2 = 14，解得 λ =±1，所以
 
AP=（3，

-2，-1）或
 
AP=（-3，2，1）.设点P的坐标为（x，y，z），

则
 
AP=（x-1，y，z-3），所以

ì
í
î

ïïïï

ïïïï

x-1=3，
y=-2，
z-3=-1，

或
ì
í
î

ïïïï

ïïïï

x-1=-3，
y=2，
z-3=1，

解得
ì
í
î

ïïïï

ïïïï

x=4，
y=-2，
z=2，

或
ì
í
î

ïïïï

ïïïï

x=-2，
y=2，
z=4，

故点P的坐标为（4，-2，2）或（-2，2，4）.故选C.
6.C    提示：连接AM，AN，因为G是MN的中点，

所 以
 
AG= 1

2 ( )  
AM+ 

AN =1
2 (  

AA1+ 1
2
 
AC+ 

AB+ 1
2
  
AA1 )=

1
2
 
AB+ 3

4
  
AA1+ 1

4
 
AC，

因为
 
AG=x

 
AB+y

  
AA1+z

 
AC，所以 x+y+z=3

2.故选C.
7.C    提示：因为向量 a=（1，2，3），b=（-2，-4，-6），所

以a+b=（-1，-2，-3）.
设 c=（x，y，z），由（a+b）·c=7，得 （-1，-2，-3）·（x，y，z）=

-x-2y-3z=7，所以 x+2y+3z=-7，即 a·c=-7，设 a，c的夹角

等于θ，则cos θ= a ⋅c
|| a ⋅ || c

= -7
1+4+9 × 14 =- 1

2 .
再由0°≤θ≤180°，可得 θ=120°.故选C.
8.B    提示：由题意得

 
BA=（2，2，4），

 
BC=（-2，-2，4），

故cos B=
 
BA⋅ 

BC
||  

BA ||  
BC

= -2×2+2×( )-2 +4×4
22+22+42× ( )-2 2+( )-2 2+42

=1
3，

故 sin B= 2 2
3 ，所以 BC 边上的高 d= ||  

BA sin B=2 6 ×
2 2

3 = 8 3
3 .故选B.

二、多项选择题
9.AB    提示：e1=（t，2t，2），e2=（2t-2，-t，-1）.
对于 A，若 e1⊥e2，则 e1·e2=t（2t-2）-2t2-2=0，解得 t=

-1，故A正确；
对于 B，显然，t=0 不符合题意，因为 e1∥e2，所以2t-2

t = -t
2t

= -1
2 ，解得 t=4

5，故B正确；

对于C，D， || e1 = t2+( )2t 2+4 = 5t2+4 ≥2，
当 t=0时， || e1 的最小值为2，故C，D错误 .故选AB.
10.BC    提示：若 Pi与 A 重合，则

 
PA·  

PPi= 
PA

2=1；若
Pi与A′重合，则

 
PA·  

PPi=- 
PA

2=-1.
若点 Pi 在底面 ABCDEF 的某个顶点处（不与 A 重

合），根据AA′⊥底面ABCDEF，可得PA⊥APi，

所以
 
PA ⋅  

PPi= 
PA ⋅( ) 

PA+  
APi = 

PA
2+ 

PA ⋅  
APi= 

PA
2=1；

同理，若点Pi在底面A′B′C′D′E′F′的某个顶点处（不

与A′重合），
 
PA·  

PPi=-1.
综上所述，

 
PA·  

PPi的值可以是-1或1.故选BC.
11.BC    提示：对于A，取 a=（1，1，0），b=（-1，1，0），c=

（1，2，1），则a·b=-1+1+0=0，b·c=-1+2+0=1，
此时（a·b）·c=0·c=0，a·（b·c）=a，等式（a·b）·c=a·

（b·c）不成立，故A错误；
对于B，点（x，y，z）关于坐标平面 yOz的对称点是（-x，

y，z），因此，点 P（-1，3，5）关于坐标平面 yOz 的对称点是
P′（1，3，5），故B正确；

对于C，若｛e1，e2，e3｝为空间向量的一组基，a=e1-2e2+
e3，b=-e1+3e2+2e3，c=-3e1+7e2，

则 c=-2a+b  ，可知向量a，b，c能共面，故C正确；
对于 D，由点 A（-1，1，2），B（2，2，4），C（3，-2，0），得 

AB=( )3，1，2 ，
 
AC=( )4，-3，-2 ，

cos  
AB，

 
AC =

 
AB ⋅  

AC
||  

AB ⋅ ||  
AC

= 12 - 3 - 4
9 + 1 + 4 × 16 + 9 + 4   =

5
406 ， 向 量

 
AC 在 向 量

 
AB 上 的 投 影 向 量 的 模 为

||  
AC cos  

AB，
 
AC = 29 × 5

406 = 5
14 ，

所以向量
 
AC 在向量

 
AB 上的投影向量是

5
14 ×

1
||  

AB
× 

AB= 5
14 × 1

14 ( )3，1，2 = 5
14 ( )3，1，2 ，故D错误 .

故选BC.
三、填空题

12.( )1
3 ，

2
3 ，- 2

3     提示：与 a=（1，2，-2）同向的单位

向量为
a
|| a
= ( )1，2，-2

12+22+( )-2 2
= ( )1，2，-2

3 =( )1
3，

2
3，- 2

3 .
13. 26     提示：因为向量 a=（2，-1，3），b=（-1，1，x），

a与 b垂直，所以 a·b=-2-1+3x=0，解得 x=1，所以 a+2b=
（0，1，5）， || a+2b = 02+12+52 = 26.

14.（-5，6，24）或（7，-10，-24）；2
提示：设点B（x，y，z），则

 
AB=（x-1，y+2，z），

因为
 
AB∥a，且| | 

AB =2 || a ，所以
 
AB=2a或  

AB=-2a，
得

ì
í
î

ïïïï

ïïïï

x-1=-6，
y+2=8，
z=24，

或
ì
í
î

ïïïï

ïïïï

x-1=6，
y+2=-8，
z=-24，

所以
ì
í
î

ïïïï

ïïïï

x=-5，
y=6，
z=24，

或
ì
í
î

ïïïï

ïïïï

x=7，
y=-10，
z=-24，

所以点B的坐标为（-5，6，24）或（7，-10，-24），
则点B在平面 xOy上的射影C为（-5，6，0）或（7，-10，

0），即在平面直角坐标系 xOy中，点A（1，-2），点C（-5，6）
或 （7，-10），

所以
 
AC=（-6，8）或

 
AC=（6，-8），则 ||  

AC =10， ||  
AO =

5，所 以 cos ∠CAO=
 
AC ⋅ 

AO
||  

AC ⋅ ||  
AO

=± 11 5
25 ，则 sin ∠CAO=

2 5
25 ，所以S△ACO= 1

2 ||  
AC · ||  

AO · sin ∠CAO=2.
四、解答题
15.解：（1）因为A（2，0，1），B（2，2，0），D（3，4，-1），
所以

 
AB=（0，2，-1），

 
AD=（1，4，-2），所以

 
AB· 

AD=0+
2×4+（-1）×（-2）=10.

（2）因为
 
AB=（0，2，-1），

 
AD=（1，4，-2），

 
AC=（-2，2，

0），

设
 
AD=μ

 
AB+λ

 
AC，则

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

-2λ=1，
2μ+2λ=4，
-μ=-2，

无解，故点 A，B，

C，D不共面 .
16.解：向量a=（1，4，-2），b=（-2，2，4）.
（1）若 c=1

2b=（-1，1，2），

则 cos a，c = a ⋅c
|| a ⋅ || c

= -1+4+( )-4
1+16+4 × 1+1+4 =- 1442 .

（2）（ka+b）·（a-3b）=ka2+（1-3k）a·b-3b2=21k+（1-
3k）×（-2+8-8）-3×24=0，

解得 k=74
27.

17.解：（1）根据题意，B（1，-1，-2），C（3，0，-4），则  
BC=

（2，1，-2），
若 c∥ 

BC，设 c=t
 
BC=（2t，t，-2t），又由 || c =3，得 4t2+t2+

4t2=9t2=9，解得 t=±1，
故 c=（2，1，-2）或（-2，-1，2）.
（2）根据题意，a= 

AB=（-1，-1，0），b= 
AC=（1，0，-2），

则 ||  
AB = 1+1+0= 2， ||  

AC = 1+0+4= 5， 
AB· 

AC=
-1，

所以 cos A=cos〈 
AB，

 
AC〉=

 
AB ⋅ 

AC
||  

AB ||  
AC

=- 1010 ，故 sin A=
3 10

10 ，故以a，b为一组邻边的平行四边形的面积S= ||  
AB  · 

||  
AC ×sin A= 2× 5×3 10

10 =3.
18. 解：（1）在直三棱柱 ABC-A1B1C1 中，CA=CB=1，

∠BCA=90°，AA1=2，N为A1A的中点，
以C为原点，CA，CB，CC1所在直线分别为 x轴，y轴，z

轴，建立空间直角坐标系，则B（0，1，0），N（1，0，1），

所以BN的长为 || BN = ( )1-0 2+( )0-1 2+( )1-0 2 = 3 .
（2）由上面空间直角坐标系，得 A（1，0，0），B（0，1，

0），B1（0，1，2），C（0，0，0），
 
AB=（-1，1，0），

   
B1C=（0，-1，

-2），设异面直线 AB与B1C所成角为 θ，则异面直线 AB与
B1C所成角的余弦值为

|| cos θ = ||
 
AB ⋅   

B1C
||  

AB ⋅ ||
   
B1C

= 1
2 × 5 = 1010 .

19.解：（1）对于①，假设 a与 b线性相关，则存在不同
时为零的实数 k1，k2使得 k1a+k2b=0，

则
ì
í
î

-k1-2k2=0，
k1+2k2=0， 即 k1+2k2=0，

可取 k1=2，k2=-1满足方程组，所以a，b线性相关；
对于②，假设 a，b，c线性相关，则存在不同时为零的

实数 k1，k2，k3，

使得 k1a+k2b+k3c=0，则
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

-k1-2k2+3k3=0，
k1+2k2+k3=0，
k1+2k2-4k3=0，

可取 k1=2，k2=-1，k3=0 满足方程组，所以 a，b，c线性
相关 .

（2）假设α1-α2，2α2-3α3，3α3-4α4，4α4-α1线性相关，
则存在不同时为零的实数 k1，k2，k3，k4，
使得 k1（α1-α2）+k2（2α2-3α3）+k3（3α3-4α4）+k4（4α4-

α1）=0，
即（k1-k4）α1+（2k2-k1）α2+（3k3-3k2）α3+（4k4-4k3）α4=

0，因为α1，α2，α3，α4线性无关，

所以

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

k1-k4=0，
2k2-k1=0，
3k3-3k2=0，
4k4-4k3=0，

解得 k1=k2=k3=k4=0，与线性相关定

义相矛盾，
所以向量α1-α2，2α2-3α3，3α3-4α4，4α4-α1线性无关 .
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一、单项选择题
1.C    提示：因为点 A（1，2，1），B（0，1，2），C（3，1，1），

所以
 
AB=（-1，-1，1），

 
BC=（3，0，-1）.因为平面ABC的一个

法 向 量 为 n=（x，y，1），所 以
ì
í
î

ïï
ïï

 
AB ⋅n=-x-y+1=0，
 
BC ⋅n=3x-1=0， 解 得

ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

x= 1
3，

y= 2
3，

所以n=( )1
3 ，

2
3 ，1 .故选C.

2.A    提示：根据题意，平面α的法向量为n，直线 l的
方向向量为m，l⊄α，

若m·n=0，则m⊥n，因为 l⊄α，所以 l∥α.
对于A，m=（-1，0，1），n=（1，0，1），m·n=-1+0+1=0，即

m⊥n成立，符合题意；
对于 B，m=（0，-1，2），n=（0，1，-2），m·n=0+（-1）+

（-4）=-5≠0，即m⊥n不成立，不符合题意；
对于 C，m=（1，-2，1），n=（-2，1，-2），m·n=（-2）+

（-2）+（-2）=-6≠0，即m⊥n不成立，不符合题意；
对于 D，m=（2，-1，1），n=（-4，2，-2），m·n=（-8）+

（-2）+（-2）=-12≠0，即m⊥n不成立，不符合题意 .故选A.
3.D    提示：根据题意，直线 l的方向向量是 a=（3，2，

1），平面α的一个法向量是n=（1，-1，-1），
因为a·n=3-2-1=0，所以a⊥n，所以 l∥α或 l⊂α.
故选D.
4.B    提示：假设选项中的点为点M.
对于 A，

  
PM=( )3，1，-3 ，此时

  
PM ⋅n=3+0-3=0，点（4，

2，-1）在平面ABC内；
对于 B，

  
PM=( )1，2，2 ，此时

  
PM ⋅n=1+0+2≠0，点（2，

3，4）不在平面ABC内；
对 于 C，

  
PM=( )-1，1，1 ，此 时

  
PM ⋅n=-1+0+1=0，点

（0，2，3）在平面ABC内；
对于 D，

  
PM=( )-3，3，3 ，此时

  
PM ⋅n=-3+0+3=0，点

（-2，4，5）在平面ABC内 .故选B.
5.D    提示：n1=（ 3，x，2），n2=（-3， 3，-2 3）分别

是平面α，β的法向量，
因为α⊥β，所以n1⊥n2，
所以n1 ⋅n2=-3 3 + 3 x-4 3 =0，解得 x=7.故选D.
6.C    提示：直线 l的方向向量为 a=（1，-1，2），直线m

的方向向量 b=（1，2，1），因为 a·b=1-2+2=1，所以 l与m不
垂直，故A错误；直线 l的方向向量为 a=（0，1，-1），平面α
的法向量为 n=（1，-1，-1），因为 a·n=0-1+1=0，所以 l∥α
或 l⊂α，故B错误；两个不同平面α，β的法向量分别为 n1=
（2，-1，0），n2=（-4，2，0），因为 n2=-2n1，所以 α∥β，故 C正
确；因为平面α经过三点 A（1，0，-1），B（0，1，0），C（-1，2，
0），所以

 
AB=（-1，1，1），

 
BC=（-1，1，0），由向量 n=（1，u，t）

是平面α的法向量，得
ì
í
î

ïïn ⋅ 
AB=-1+u+ t=0，

n ⋅ 
BC=-1+u=0， 则 t=0，故D错误 .

故选C.
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所以点 P 到直线 l 的距离为 ||  
PA

2-( )||  
PA ⋅n

|| n

2
=

5-( )1
2

2
= 3 2

2   .故选A.
7.C    提示：设球的半径为 R（R＞0），记四边形 ABCD

中心为O，
因为四边形 ABCD 为正方形，直线 PQ 经过球心，且

PQ⊥平面 ABCD，所以 PQ 过点 O 且 PQ 的中点为球心，设
球心为G，

以O为坐标原点，OB，OC，OP所在直线分别为 x轴，y
轴，z轴，建立空间直角坐标系，

设OA=OB=OC=OD=r（r＞0），G（0，0，t）（-R＜t＜R），
则A（0，-r，0），B（r，0，0），P（0，0，R+t），Q（0，0，R-t），

所以
 
PA=（0，-r，-R-t），

  
QB=（r，0，t-R），所以

 
PA·  

QB=
-（t+R）（t-R）=R2-t2，

||  
PA = r2+( )R+ t 2，  ||

  
QB = r2+( )R- t 2，又 OG2+OB2=

R2，所以 t2+r2=R2，

cos〈 
PA，

  
QB〉= R2- t2

2R R2- t2
= R2- t2

2R
≤ R

2R
= 1

2，当且仅当

t=0时，等号成立 .
设直线PA，QB所成的角为α，

则cos α= || cos  
PA，

  
QB ≤1

2，
又0°<α≤90°，所以αmin=60°.故选C.
8.B    提示：取 BC 中点 E，连接 AE，PE，则 AE⊥BC，

PE⊥BC，所以 ∠PEA 就是二面角 P-BC-A 的平面角 . 延长
AE 到 O，使得 AE=OE，连接 OB，OC，OP，则四边形 ABOC
为正方形，因为∠PEO=π - ∠PEA，所以 tan∠PEO=2 2，所
以 cos ∠PEO= 1

3，又 PE= PB2-BE2 = 20-2 =3 2， OE=

2，所以 cos ∠PEO= PE2+EO2-PO2

2PE ⋅EO
= 18+2-PO2

2×3 2 × 2 = 1
3，

解得PO=4，所以PO2+OB2=PB2 ，PO2+OC2=PC2 ，所以
PO⊥OB，PO⊥OC，又OB⊥OC，

以O为坐标原点，
  
OB，

  
OC，

  
OP的方向为 x轴，y轴，z轴

的正方向，建立空间直角坐标系，则A（2，2，0），B（2，0，0），
C（0，2，0），P（0，0，4），

故
 
BA=（0，2，0），

 
PC=（0，2，-4），因为 D 在棱 PC 所在

的直线上，设
  
PD=λ

 
PC=（0，2λ，-4λ），

所以D（0，2λ，-4λ+4），所以
  
BD=（-2，2λ，-4λ+4），

故点A到直线BD的距离

d=
 
BA

2-( ) 
BA ⋅  

BD
||   

BD

2
= 4- 4

5
λ2 - 8

λ +5
，

因为
5
λ2 - 8

λ +5=5( )1
λ - 4

5
2
+ 9

5 ≥ 9
5，当且仅当 λ=5

4 时，

等号成立，所以 d= 4- 4
5
λ2 - 8

λ +5
≥ 4- 20

9 = 4
3，即点 A 到

直线BD的距离的最小值是
4
3.故选B.

二、多项选择题

9.AC    提示：因为A（0，0，0），D（0，1，0）， 
AD=（0，1，0），

AB⊥AD，AA1⊥AD，又 AB∩AA1=A，所以 AD⊥平面 ABB1A1，故A正确；

因为 C（1，1，0），D（0，1，0），
  
CD=（-1，0，0），而（1，1，

1）·  
CD=-1≠0，
所以（1，1，1）不是平面B1CD的法向量，故B错误；

因为 B1（1，0，1），D1（0，1，1），
   
B1C=（0，1，-1），

   
CD1=

（-1，0，1），（1，1，1）·   
B1C=0，（1，1，1）·   

CD1=0，又B1C∩CD1=
C，所以（1，1，1）是平面B1CD1的一个法向量，故C正确；

因为 B（1，0，0），C1（1，1，1），
  
BC1=（0，1，1），而

  
BC1·

（0，1，1）=2≠0，所以（0，1，1）不是平面 ABC1D1的一个法向
量，故D错误 .故选AC.

10.AC    提示：若 a∥b，则 m
2 = n

-2 = 2
1，得 m=4，n=-4，

故A正确，B错误；
若 a⊥b，则 a·b=2m-2n+2=0，即 m-n+1=0，故 C 正确，

D错误 .故选AC.
11.BCD    提示：以 D 为坐标原点，以 DA，DC，DD1 所

在直线为 x轴，y轴，z轴，建立空间直角坐标系，则 A（1，0，
0），B（1，1，0），C（0，1，0），D1 （0，0，2），M（1，1，1），

  
AM=

（0，1，1），
  
CM=（1，0，1），

因为
  
AM ⋅  

CM=1≠0，所以AM，CM不垂直，故A错误；

因为
   
D1 M=（1，1，-1），

  
AM ⋅   

D1 M=0，  
CM ⋅   

D1 M=0，
所以

   
D1 M 是平面 MAC 的一个法向量，即 D1M⊥平面

MAC，故B正确；

平面ABC的一个法向量n=（0，0，1），所以 || cos n，
   
D1 M =

|| n·
   
D1 M

|| n · ||
   
D1 M

= 33 ，故C正确；D1到平面MAC的距离d= ||
   
D1 M =

3.故D正确 .
故选BCD.
三、填空题
12.4    提示：根据a，b，c共面，可知存在λ，μ∈R，使 c=

λa+μb成立，因为a=（1，1，2），b=（2，2，3），c=（4，m，n），

所以
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

4=λ+2μ，
m=λ+2μ，
n=2λ+3μ，

可得m=4.

13. 3     提示：因为A（1，1，1），B（0，1，0），C（1，2，3），
所以

 
AB=（-1，0，-1），

 
AC=（0，1，2），

故
 
AB ⋅ 

AC=-2， ||  
AB = 2， ||  

AC = 5，所以
 
AC在

 
AB方向

上的投影向量的长度d= ||  
AB ⋅ 

AC
||  

AB
= 2，

故点C到直线AB的距离为 ||  
AC

2-d2 = 3 .
14. π

3     提示：以点 A为坐标原点，AB，AC，AA1所在直

线为 x轴，y轴，z轴，建立空间直角坐标系，
设CN=b，BM=a，
则N（0，1，b），M（1，0，a），A（0，0，0），B（1，0，0），
所以

  
AM=（1，0，a），

 
AN=（0，1，b），设平面 AMN的法向

量为n=（x，y，z），

则
ì
í
î

ïï
ïï

n ⋅   
AM = x + az = 0，

n ⋅  
AN = y + bz = 0，令 z=1，则 n=（-a，-b，1），又

平面 ABC 的一个法向量为 m=（0，0，1），因为平面 AMN 与

平面 ABC 所成锐二面角的平面角的大小为
π
6 ，所以

|| cos m，n = ||m ⋅ n
||m || n

= 1
a2 + b2 + 1 = 32 ，化 简 得 3a2+

3b2=1，当 CN 最小时，则 b=0，BM=a= 33 ，所以 tan∠AMB=
AB
BM= 1

33
= 3，所以∠AMB=π

3 .

四、解答题
15.（1）证明：根据题意，在四棱柱ABCD-A1B1C1D1中，
因为侧棱A1A⊥平面ABCD，所以A1A⊥AB，A1A⊥AD，
又 AB⊥AD，则以 A为坐标原点，AD，AA1，AB所在直线

分别为 x轴，y轴，z轴，建立空间直角坐标系，
则 A（0，0，0），B（0，0，2），D（1，0，0），C（1，0，1），E（0，

1，0），C1（1，2，1），所以
 
BC=（1，0，-1），

  
EC1=（1，1，1），所以

 
BC·  

EC1=1×1+0+1×（-1）=0，所以
 
BC⊥  

EC1，故BC⊥C1E.
（2）解：由（1）知，C（1，0，1），E（0，1，0），而 M 为 CE的

中点，则 M( )1
2，

1
2，

1
2 ，所以

  
BM=( )1

2，
1
2，- 3

2 ，
 
AD=（1，0，

0），cos   
BM ,  

AD =
  
BM ⋅ 

AD
||   

BM ⋅ ||  
AD

=
1
2

11
4 ×1

= 1111 .

所以异面直线BM与AD所成角的余弦值为 1111 .
16.（1）证明：设AC∩BD=O，连接FO，
因为底面 ABCD为正方形，E∈AC，且 E为△BCD的重

心，所以EO=1
3OC=1

3OA，因为A1F=1
3FA，所以

A1F
FA = EO

OA = 1
3，

所以A1E∥FO，
因为 A1E⊄平面 BDF，FO⊂平面 BDF，所以 A1E∥平面

BDF.
（2）解：以 A 为坐标原点，直线 AB，AD，AA1 为 x 轴，y

轴，z轴，建立空间直角坐标系，
由已知得，B（3，0，0），D（0，3，0），F（0，0，3），所以  

BD=（-3，3，0），
 
BF=（-3，0，3），

设平面 BDF 的法向量为 n=（x，y，z），所以
ì
í
î

ïïn ⋅  
BD=0，

n ⋅ 
BF=0，

即{-3x+3y=0，
-3x+3z=0，令 x=1，则 y=1，z=1，所以n=（1，1，1）.由题意

知，A1F=1，则D1（0，3，4），E（2，2，0），所以
   
ED1=（-2，1，4），

所以 cos〈n，
   
ED1〉= n·   

ED1
|| n · ||

   
ED1

= 3
3 × 21 = 77 .

设ED1与平面BDF所成的角为θ，
所以 sin θ= || cos n，

   
ED1 = 77 ，所以 ED1与平面 BDF

所成角的正弦值为 77 .
17.（1）证明：因为底面 ABCD 为平行四边形，∠ADC=

120°，所以∠DAB=60°，又DA=4，AB=8，
由余弦定理，得 DB2=AB2+AD2-2AB·ADcos60°=48，所

以DB=4 3，则DA2+DB2=AB2，所以DA⊥DB.
因为侧棱 DD1⊥平面 ABCD，DB ⊂平面 ABCD，所以

DD1⊥DB，又 AD⊂平面 ADD1A1，DD1⊂平面 ADD1A1，且 AD∩

DD1=D，所以 DB⊥平面 ADD1A1，又 AA1⊂平面 ADD1A1，所以
BD⊥AA1.

（2）解：连接B1 D1.
易知A1 D1 = 2，B1 D1 = 2 3，B1 D1 ⊥ A1 D1，

因为四棱台 ABCD-A1B1C1D1 的体积为
28 3

3 ，且 V=
1
3 (SABCD+SA1 B1 C1 D1 + SABCD ⋅SA1 B1 C1 D1 )·DD1，所 以

28 3
3 =

1
3 DD1 ( AD ⋅ DB + A1 D1 ⋅ D1 B1 + AD ⋅ DB ⋅ A1 D1 ⋅ D1 B1 )，

即
28 3

3 = 1
3 ⋅DD1 ⋅28 3，解得DD1=1.

以点 D 为坐标原点，DA，DB，DD1所在直线为 x 轴，y
轴，z轴，建立空间直角坐标系，

则 A（4，0，0），B（0，4 3，0），C（-4，4 3，0），B1（0，
2 3，1），所以

 
BC=（-4，0，0），

  
BB1=（0，-2 3，1）.

设平面BCC1B1的法向量为n=（x，y，z），

则有
ì
í
î

ïï
ïï

n ⋅ 
BC=-4x=0，

n ⋅  
BB1=-2 3 y+z=0，令 y=1，则 x=0，z=2 3，

所以 n=（0，1，2 3），平面 ADD1A1的一个法向量为m=（0，
1，0）.

设平面 ADD1A1与平面 BCC1B1所成锐二面角的平面
角为θ，

则 cos θ= || cos m，n = ||m ⋅n
||m ⋅ || n

= 1
13 = 1313 .

所以平面 ADD1A1与平面 BCC1B1所成锐二面角的平

面角的余弦值为 1313 .
18.（1）证明：由三棱台 ABC-A1B1C1 知，B1C1∥平面

ABC，因为B1C1⊂平面AB1C1，且平面AB1C1∩平面ABC=l，所
以 B1C1∥l，又 B1C1∥BC，所以 BC∥l，因为 EF⊥l，所以 EF⊥
BC，又EF⊥BB1，BC∩BB1=B，所以EF⊥平面BCC1B1.

（2）解：以A为坐标原点，l为 x轴，在底面ABC内，过A
垂直于BC的直线为y轴，AA1为 z轴，建立空间直角坐标系，

设三棱台的高为 h，则B（2，2 3，0），B1（1， 3，h），C（-2，
2 3，0），   

CB=（4，0，0），
  
BB1=（-1，- 3，h），

设平面 BCC1B1的法向量为 n=（x，y，z），则
ì
í
î

ïï
ïï

 
CB ⋅n=0，
  
BB1 ⋅n=0，

即
ì
í
î

4x=0，
-x- 3 y+zh=0，令 z= 3，可得 n=（0，h， 3），易得平

面ABC的一个法向量m=（0，0，1），设EF与平面BCC1B1所
成的角为 θ，

所以 sin θ = || cos m，n = ||m·n
||m · || n

= 3
1× 3+h2

= 33 ，解

得h= 6，所以该三棱台的高为 6.
19.（1）证明：连接 BC1，由四棱柱的性质知，平面

AA1D1D∥平面 BCC1B1，因为 AD1⊂平面 AA1D1D，所以 AD1∥
平面 BCC1B1，又 AD1 ⊂平面 AFED1，且平面 AFED1∩平面
BCC1B1=EF，所以 AD1∥EF，又 AD1∥BC1，所以EF∥BC1，因
为E是CC1的中点，所以点F为线段BC的中点 .

（2）解：选择 ① ② . 因为 DD1⊥平面 ABCD，四边形
ABCD 是正方形，所以四棱柱 ABCD-A1B1C1D1是棱长为 2
的正方体，故以 D 为坐标原点，DA，DC，DD1所在直线为 x
轴，y轴，z轴，建立空间直角坐标系，

则D1（0，0，2），A（2，0，0），F（1，2，0），B1（2，2，2），

所以
 
AF=（-1，2，0），

   
AD1=（-2，0，2），

  
AB1=（0，2，2）.

（i）设 平 面 D1AF 的 法 向 量 为 m=（x，y，z），则

ì
í
î

ïï
ïï

m ⋅ 
AF=-x+2y=0，

m ⋅   
AD1=-2x+2z=0，取 y=1，则 x=2，z=2，所以 m=（2，1，2）.

由DD1⊥平面ABCD，知平面ABF的一个法向量为n=（0，0，1），

所以 cos〈m，n〉= m·n
||m · || n

= 2
3×1=2

3，
由图知，二面角D1-AF-B的平面角为钝角，所以二面

角D1-AF-B的平面角的余弦值为-2
3.

（ii）由（i）知，平面AD1EF的一个法向量为m=（2，1，2），

所以点B1到平面AD1EF的距离d= ||
  
AB1 ⋅m

||m
= || 2+43 =2.

选择 ① ③ . 因为 DD1⊥ 平面 ABCD，AD，CD ⊂ 平面
ABCD，所以 DD1⊥AD，DD1⊥CD，所以∠ADC 是二面角 A-
DD1-C的平面角 .

又平面 AA1D1D⊥平面 CC1D1D，即二面角 A-DD1-C 的
平面角为直角，所以∠ADC=90°，

所以 DA，DC，DD1 两两垂直，所以四棱柱 ABCD-
A1B1C1D1是棱长为 2的正方体 .下面的过程与选择①②时
一样 .

选择②③. 由于 DD1 与底面 ABCD 的位置关系不确
定，所以四棱柱ABCD-A1B1C1D1不唯一 .
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2024—2025学年3 7.A    提示：在三棱锥P-ABC中，CP，CA，CB两
两互相垂直，AC=CB=1，PC=2，

由题意知，P（0，0，2），A（1，0，0），B（0，1，0），则
 
PA=

（1，0，-2），
 
AB=（-1，1，0），

设平面 PAB 的法向量为 n=（x，y，z），由
ì
í
î

ïïn ⋅ 
PA=0，

n ⋅ 
AB=0，得

{x-2z=0，
-x+y=0，令 z=1，得n=（2，2，1），

又 ( )1，1，1
2 = 1

2 n，所以平面 PAB 的一个法向量为

( )1，1，1
2 .故选A.

8.D    提示：以 D 为坐标原点，分别以 DA，DC，DD1所
在直线为 x轴，y轴，z 轴，建立空间直角坐标系，

设 P（a，b，1），CM=t∈［0，1］，则 M（0，1，t），A（1，0，0），
B（1，1，0），D1（0，0，1），

所以
 
AP=（a-1，b，1），

   
BD1=（-1，-1，1），

   
MD1=（0，-1，

1-t），因为AP⊥平面 MBD1，

所以
ì
í
î

ïï
ïï

 
AP ⋅   

BD1=1-a-b+1=0，
 
AP ⋅   

MD1=-b+1- t=0， 解得{a=1+ t，
b=1- t，

所以P（1+t，1-t，1），

||  
AP = ( )1+ t-1 2+( )1- t 2+12 = 2 ( )t- 1

2
2
+ 3

2 ，

又因为 t∈［0，1］，结合二次函数性质可得 ||  
AP 的取值

范围为
é
ë
êêêê

ù
û
úúúú62 ， 2 .故选D.

二、多项选择题
9.AD    提示：若 l∥α，则 a⊥b，所以 a·b=0，所以-2m+

n+3=0，即2m-n=3，故A正确，C错误；
若 l⊥α，则 a∥b，所以 b=λa，可得-2=λm，n=λ，1=3λ，

解得λ=1
3，m=-6，n=1

3，则mn+2=-2+2=0，故B错误，D正确 .
故选AD.
10.AC    提示：因为点 P 是平行四边形 ABCD 所在的

平面外一点，
 
AB=（2，-1，-4）， 

AD=（4，2，0）， 
AP=（-1，2，-1），

所以
 
AP· 

AB=-2-2+4=0，所以 AP⊥AB，故 A 正确；
 
AB· 

AD=
8-2+0=6≠0，所以AB，AD不垂直，故B错误； 

AD· 
AP=-4+4+0=0，所以 AP⊥AD，又 AP⊥AB，AB∩AD=

A，所以 AP⊥平面 ABCD，故 C 正确；
  
BD= 

AD- 
AB=（2，3，4），

所以AP与BD不平行，故D错误 .故选AC.
11.BCD    提示：由空间直角坐标系 Dxyz，得 D（0，0，

0），A（2，0，0），B（2，2，0），C（0，2，0），A1（2，0，2），B1（2，2，
2），C1（0，2，2），D1（0，0，2），

因为 E 为 BB1的中点，F 为 A1D1的中点，所以 E（2，2，
1），F（1，0，2）.

对于A， ||
   
DB1 = 22+22+22 =2 3，故A错误；

对于B，因为
 
AE=（0，2，1），

  
AC1=（-2，2，2），所以 ||  

AE =
5， ||

  
AC1 =2 3，
故 cos〈 

AE，
  
AC1〉=

 
AE ⋅  

AC1
||  

AE ||
  
AC1

= 4+2
5 ×2 3 = 155 ，故 B

正确；
对于C，设平面AEF的法向量为 n=（x，y，z），因为

 
AE=

（0，2，1），
 
AF=（-1，0，2），

由
ì
í
î

ïïn ⋅ 
AE=0，

n ⋅ 
AF=0，得{2y+z=0，

-x+2z=0，令 x=4，则 n=（4，-1，2），故

C正确；
对于 D，由于

   
A1 D=（-2，0，-2），

   
BD1=（-2，-2，2），故

   
A1 D·   

BD1=4+0-4=0，故A1D⊥BD1，故D正确 .故选BCD.
三、填空题

12.l⊥α    提示：因为 m=( )2，1
2，-1 ，n=（-4，-1，2），所

以n=-2m，所以m∥n，所以 l⊥α.
13.6    提示：因为α⊥β，
所以u ⋅v=−6+y+z=0，所以 y+z=6.
14.1    提示：以 A 为原点，AB，AD，AP 所在直线分

别为 x 轴，y轴，z轴，建立空间直角坐标系，设正方形ABCD

的边长为 1，PA=a，则 B (1，0，0)，E ( )1
2，1，0 ，P (0，0，a )，设

F (0，y，0)，则  
BF=(−1，y，0)， 

PE=( )1
2，1，−a ，

因 为 BF⊥PE，所 以
 
BF ⋅ 

PE=− 1
2 +y=0，得 y= 1

2，即

F ( )0，1
2，0 是AD的中点，故

AF
FD =1.

四、解答题

15. 解：以{ }1
3
 
DA，1

4
  
DC，

1
2
   
DD1 为空间的一组标准

正交基，建立空间直角坐标系Dxyz，
则A ( )3，0，0 ，B ( )3，4，0 ，D1 ( )0，0，2 ，

得
 
AB=( )0，4，0 ，

   
AD1=( )−3，0，2 ，

设n=( )x，y，z 为平面ABD1的法向量，

则
ì
í
î

ïï

ïï

 
AB ⋅n=4y=0，
   
AD1 ⋅n=−3x+2z=0，取 x=2，得n=( )2，0，3 ，

所以平面ABD1的一个法向量为n=( )2，0，3 .
16.证明：（1）以D为原点，DA，DC，DD1所在直线分别

为 x轴，y轴，z轴，建立空间直角坐标系，不妨设该正方体
的棱长为2，

则D ( )0，0，0，A1 ( )2，0，2，E ( )2，2，1，F ( )1，1，2，C ( 0，2，0)，
所以

  
DC=( )0，2，0 ，

   
DA1=( )2，0，2 ，

因为 DC⊥ 平面 BCC1 B1，所以
  
DC=( )0，2，0 为平面

BCC1 B1的一个法向量，
又

  
DC ⋅   

DA1=0，所以
  
DC⊥   

DA1，又 A1 D⊄平面 BCC1 B1，
所以A1 D∥平面BCC1 B1.

（2）由（1）知
 
EF=( )−1，−1，1 ，所 以

 
EF ⋅   

DA1=−1×2+
( )−1 ×0+1×2=0，所以EF⊥A1 D.

17.证明：（1）以D为坐标原点，DA，DC，DD1 所在直线
分别为 x轴，y轴，z轴，建立空间直角坐标系，

则A ( )1，0，0 ，E ( )0，1，0 ，D1 ( )0，0，1 ，
B1 (1，2，1)，F ( )1，1，1 ，B ( )1，2，0 ，

所以
   
ED1=( )0，−1，1 ，

 
BF=( )0，−1，1 ，所以

   
ED1= 

BF，
又B，F，D1，E四点不共线，所以四边形BFD1 E为平行

四边形 .
（2）由（1）知

  
EB1=( )1，1，1 ，

 
EA=( )1，−1，0 ，

所以
  
EB1 ⋅   

ED1=1×0+1×( )−1 +1×1=0，  
EB1 ⋅ 

EA=1×1+
1×( )−1 +1×0=0，

所以
  
EB1⊥   

ED1，
  
EB1⊥ 

EA，
即EB1⊥ED1，EB1⊥EA，
又因为ED1∩EA=E，ED1，EA⊂平面AED1，
所以B1 E⊥平面AED1.18.证明：（1）取BC的中点O，连接PO，因为△PBC为

等边三角形，所以PO⊥BC.
因为 平面 PBC⊥底面 ABCD，BC 为交线，PO ⊂平面

PBC，所以PO⊥底面ABCD.
以 BC 的中点 O 为坐标原点，以 BC 所在直线为 x 轴，

过点O与AB平行的直线为 y轴，OP所在直线为 z轴，建立
空间直角坐标系，

不妨设 CD=1，则 AB=BC=2，PO= 3，所以 A（1，-2，
0），B（1，0，0），D（-1，-1，0），P（0，0， 3），

所以
  
BD=（-2，-1，0），

 
PA=（1，-2，- 3）.

因为   
BD· 

PA=-2+2+0=0，
所以

 
PA⊥  

BD，所以PA⊥BD.
（2）取PA的中点M，连接DM，

则 M( )1
2，-1， 32 . 因为

  
DM =( )3

2，0， 32 ，
 
PB=（1，0，

- 3），所以
  
DM· 

PB= 3
2 +0- 3

2 =0，
所以

  
DM⊥ 

PB，即DM⊥PB.因为
  
DM ⋅ 

PA= 3
2 +0- 3

2 =0，
所以

  
DM⊥ 

PA，即DM⊥PA.因为 PA∩PB=P，PA，PB⊂平
面PAB，所以DM⊥平面PAB.

因为 DM⊂平面PAD，所以平面PAD⊥平面PAB.
19.证明：（1）以D为原点，DA，DC，DD1所在直线分别

为 x轴，y轴，z轴，建立空间直角坐标系，设正方体 ABCD-
A1B1C1D1的棱长为 2，则A1（2，0，2），B（2，2，0），B1（2，2，2），
C（0，2，0），D（0，0，0），D1（0，0，2），故

   
DA1=（2，0，2），

  
DB=

（2，2，0），
   
B1C=（-2，0，-2），

    
B1 D1=（-2，-2，0）.

设平面A1BD的法向量为n1=（x1，y1，z1），则
ì
í
î

ïï
ïï

   
DA1 ⋅n1=0，
  
DB ⋅n1=0，

即
ì
í
î

2x1+2z1=0，
2x1+2y1=0，令 x1=1，则n1=（1，-1，-1）.

设平面B1CD1的法向量为n2=（x2，y2，z2），则
ì
í
î

ïï
ïï

   
B1C ⋅n2=0，
    
B1 D1 ⋅n2=0，

即
ì
í
î

-2x2-2z2=0，
-2x2-2y2=0，令 x2=1，则 n2=（1，-1，-1），所以 n1=n2，即

n1∥n2，故平面A1BD∥平面B1CD1.
（2）因为M，N分别是线段AB，B1C的中点，A（2，0，0），

所以 M（2，1，0），N（1，2，1），所以
  
MN=（-1，1，1），则

  
MN∥

n1，所以MN⊥平面A1BD.
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一、单项选择题

1.B    提示：对于A，若b=（-1，1，0），则cos θ= a ⋅ b
|| a ⋅ || b

＝

-1
2 × 2 = - 1

2 ≠ 1
2，不满足条件；

对 于 B，若 b=（1，-1，0），则 cos θ ＝
a ⋅ b
|| a ⋅ || b

＝

1
2 × 2 = 1

2，满足条件；

对 于 C，若 b=（0，-1，1），则 cos θ = a ⋅ b
|| a ⋅ || b

＝

-1
2 × 2 = - 1

2 ≠ 1
2，不满足条件；

对 于 D，若 b=（ -1，0，1），则 cos θ = a ⋅ b
|| a ⋅ || b

＝

-2
2 × 2 = -1 ≠ 1

2，不满足条件 .故选B.
2.B    提示：点M（1，1，0），N（2，-1，-2），P（-1，1，2），

则
  
MP=（-2，0，2），

  
MN=（1，-2，-2），故

  
MP ⋅   

MN
||   

MN
=-6

3 =
-2， ||   

MP = ( )-2 2+02+22 =2 2，
故点P到直线MN的距离为 ||   

MP
2-( )  

MP ⋅  
MN
||   

MN

2
＝2.

故选B.
3.D    提示：平面 α的一个法向量 n=（-2，-2，1），点 A

（-1，3，0），P（-2，1，4），
则

 
AP=(-1，-2，4)，又点 A（-1，3，0）在平面 α 内，则点

P（-2，1，4）到α的距离为
||  

AP ⋅n
|| n

= 10
3 .故选D.

4.D    提示：以D为坐标原点，DA所在直线为 x轴，DC
所在直线为 y轴，DD1所在直线为 z轴，建立空间直角坐标
系Dxyz.

设正方体 ABCD-A1B1C1D1的棱长为 2，因为M，N分别
为棱BC和棱CC1的中点，所以M（1，2，0），N（0，2，1），A（2，
0，0），C（0，2，0），

  
MN=（-1，0，1），

 
AC=（-2，2，0）.

设异面直线AC和MN所成的角为θ，
则 cos θ＝ ||   

MN ⋅ 
AC

||   
MN ||  

AC
= 2

2 ×2 2 = 1
2，

所以 θ=60°，即异面直线AC和MN所成的角为 60°.故
选D.

5.B    提示：取AB中点O，连接OE，则OE⊥AB，以O为
原点，OE，OB所在直线为 x轴，y轴，在平面ABCD内，过O
垂直于 AB 的直线为 z 轴，建立空间直角坐标系，则 A（0，
-1，0），E（1，0，0），D（0，-1，2），C（0，1，2）. 

AD=（0，0，2），
 
AE=

（1，1，0）， 
AC=（0，2，2）.设平面ACE的法向量为n=（x，y，z），

则
ì
í
î

ïï
ïï

n ⋅ 
AE=x+y=0，

n ⋅ 
AC=2y+2z=0，令 y＝1，则n=（-1，1，-1）.

故点D到平面ACE的距离d= ||  
AD ⋅n

|| n
= 2 3

3 .故选B.
6.A    提示：因为BC⊥平面PAB，AD∥BC，所以AD⊥平

面 PAB，所以 AB⊥AD，PA⊥AD，又 PA⊥AB，且 AD∩AB＝A，
所以 PA⊥平面 ABCD.以点 A为坐标原点，分别以 AD，AB，
AP所在直线为 x轴，y轴，z轴，建立空间直角坐标系 .

则A（0，0，0），C（2，1，0），P（0，0，2），B（0，1，0），M( )0，1
2，1 ，

 
AC=（2，1，0），

  
AM=( )0，1

2，1 ，设平面 AMC 的法向量为 n=
（x，y，z），

则
ì
í
î

ïï
ïï

n· 
AC=0，

n·  
AM=0，即

ì
í
î

ïï

ïïïï

2x+y=0，
1
2 y+z=0，令 x＝1，则 y＝-2，z＝1，

可得平面 AMC的一个法向量为 n=（1，-2，1），又平面 ABC
的一个法向量为

 
AP=（0，0，2），

所以 cos〈n，
 
AP〉＝ n· 

AP
|| n ||  

AP
＝

2
1+4+1 ×2 = 66 .

所以二面角B-AC-M的平面角的余弦值为 66 .故选A.
7.D    提示：因为AA1⊥平面ABCD，AB⊂平面ABCD，所

以AA1⊥AB，
由题意知，以点 A为原点，AB所在直线为 y轴，AA1所

在直线为 z 轴，平面 ABCD 内垂直于 AB 的直线为 x 轴，建
立空间直角坐标系，

则C（0，3，0），D（0，1，0），B1（0，4，3），又因为E为A1 B1
的中点，则E（2，2，3），

则
   
B1 E=（2，-2，0），

   
B1 D=（0，-3，-3），

 
CE=（2，-1，3），

设平面DEB1的法向量为n=（x，y，z），

则
ì
í
î

ïï

ïï

   
B1 E·n=2x-2y=0，
   
B1 D·n=-3y-3z=0，令 x＝1，则 y＝1，z＝-1，则 n=

（1，1，-1），设直线 CE 与平面 DEB1 所成角为 θ，则 sin θ=
|| cos  

CE，n ＝
||  

CE ⋅n
||  

CE || n
= 2

14 × 3 = 4221 .故选D.
8.A    提示：在正方体 ABCD-A1B1C1D1 中，O 是 AC 中

点，点P在线段B1D1上（含端点），
直线 OP 与平面 B1AD1 所成的角为 θ，以 D 为坐标原

点，DA，DC，DD1所在直线为 x轴，y轴，z轴，建立空间直角
坐标系，

设 AB＝2，则O（1，1，0），A（2，0，0），B1（2，2，2），D1（0，
0，2），

设
   
D1 P＝λ

    
D1 B1，0≤λ≤1，则P（2λ，2λ，2），

   
AD1=（-2，0，2），

  
AB1=（0，2，2），

  
OP=（2λ-1，2λ-1，2），

设平面AB1D1的法向量为n=（x，y，z），

则
ì
í
î

ïï

ïï

n·  
AB1=2y+2z=0，  

n·   
AD1=-2x+2z=0，取 x＝1，得 n=（1，-1，1），所以

sin θ= || cos n，
  
OP ＝

|| n ⋅   
OP

|| n ⋅ ||   
OP

＝
2

3 ⋅ 2 (2λ - 1)2 + 4 .

当λ＝1
2 时，（sin θ）max＝

33 ；

当λ＝0或λ＝1时，（sin θ）min= 2
3 × 6 = 23 .

所以 sin θ的取值范围是
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú23 ， 33 .故选A.

二、多项选择题
9.BC    提示：因为平面 α 与平面 β 的法向量分别为

n1，n2，cos n1，n2 = n1 ⋅n2
|| n1 × || n2

= 1
2 × 2 = 1

2，故 n1，n2 的夹

角为
π
3 ，所以二面角 α-l-β 的平面角的大小可能为

π
3 和

2π
3 .故选BC.

10.AB    提示：因为
 
AP=（-3，-1，1），n＝（1，0，-1），

所以cos〈n，
 
AP〉＝ n ⋅  

AP
|| n ||  

AP
= -4

2 × 11 = - 2 22
11 ，

则 sin〈n，
 
AP〉＝ 1-( )- 2 22

11
2
= 3311 ，

所以点 P 到直线 l 的距离 d＝ ||  
AP sin〈n，

 
AP〉= 11 ×

3311 = 3，所以点P到直线 l上任意一点Q的距离大于或

等于 3.故选AB.
11.BCD    提示：由题意知，AB⊥AD，AB⊥AF，又 AF∩

AD＝A，AF，AD⊂平面 AFD，所以 AB⊥平面 AFD，以 A 为坐
标原点，

 
AD，

 
AB为 x轴，y轴正方向，建立空间直角坐标系，

又正方形 ABCD 和矩形 ABEF 所在平面的夹角为
60°，所以∠FAD＝60°，因为AB＝2AF＝4，

所以A（0，0，0），B（0，4，0），E（1，4， 3），G（4，2，0），

所以
 
AE=（1，4， 3），

 
BG=（4，-2，0），

所以
 
AE· 

BG=4-8+0=-4≠0，所以 AE，BG 不垂直，故 A
错误；

因为
 
BE=（1，0， 3），

 
AG=（4，2，0），

所以 cos〈 
BE，

 
AG〉＝

 
BE ⋅  

AG
||  

BE ||  
AG

= 4
2 × 2 5 = 55 ，所以直

线BE与AG所成角的余弦值是 55 ，故B正确；

设平面AGE的法向量为n=（x，y，z），

则
ì
í
î

ïï
ïï

n· 
AG=0，

n· 
AE=0，所以

ì
í
î

ïï
ïï

4x+2y=0，          
x+4y+ 3 z=0，

取 x＝1，可得 y=-2，z=7 3
3 ，则n=( )1，-2，7 3

3 ，

设直线BG与平面AGE所成的角为θ， 
BG=（4，-2，0），

则 sin θ = || cos  
BG，n ＝

||  
BG⋅n

||  
BG || n

= 8
2 5×8 3

3
= 1510 ，

所以直线BG与平面AGE所成角的正弦值是 1510 ，故C正确；

因为
 
BA = (0，-4，0)，

平面AGE的一个法向量为n=(1，- 2，7 3
3 )，

设点 B 到平面 AGE 的距离为 d，则 d= ||  
BA ⋅n

|| n
= 8

8 3
3

=

3，故D正确 .故选BCD.
三、填空题

12. 77     提示：以D为坐标原点，DA，DC，DD1所在直

线为 x轴，y轴，z轴，建立空间直角坐标系，则A（ 3，0，0），

D1（0，0，1），D（0，0，0），B1（ 3， 3，1），所以
   
AD1=(- 3，0，1)，

   
DB1=( 3， 3，1)，

所以 cos    
AD1，

   
DB1 ＝

   
AD1 ⋅   

DB1
||

   
AD1 ⋅ ||

   
DB1

＝ -3+1
2× 7 ＝- 77 ，

因为异面直线所成角的范围是 ( ù
û
úúúú0，π

2 ，所以异面直线AD1

与DB1所成角的余弦值为 77 .
13. 6 5

5     提示：以 A1为坐标原点，A1B1为 x 轴，A1D1
为 y轴，A1A为 z轴，建立空间直角坐标系，则 A（0，0，2），D
（0，2，2），P（1，1，4），B1（2，0，0），

设平面 PAD 的法向量是 m=（x，y，z），由
 
AD＝（0，2，

0），
 
AP＝（1，1，2），

且
ì
í
î

ïï
ïï

m· 
AD=0，

m· 
AP=0，可得

ì
í
î

2y=0，           
x+y+2z=0，取 z＝1，得 m=（-2，

0，1），因为
   
B1 A=（-2，0，2），

所以B1到平面PAD的距离为d= ||
   
B1 A ⋅m

||m
= 6 5

5 .
14. 74     提示：因为点 B1 在底面 ABCD 内的射影为

BC中点H，四边形ABCD为正方形，
所以以点H为坐标原点，

 
BA，

  
HC，

   
HB1 的方向分别为 x

轴，y 轴，z 轴的正方向，建立空间直角坐标系，因为 B1H⊥
平面ABCD，BC⊂平面ABCD，所以B1H⊥BC，

因为 AB＝4，A1 A = 4 2，所以 B1 H = BB21 - BH 2 =
32 - 4 = 2 7，则A（4，-2，0），D（4，2，0），B（0，-2，0），B1

（0，0，2 7），

所以
   
AD1= 

AD+   
DD1= 

AD+  
BB1=（0，4，0）+（0，2，2 7）=

（0，6，2 7），
易知平面 ABCD的一个法向量为 n=（0，0，1），设直线

AD1与平面ABCD所成角为 θ，

则 sin θ= || cos    
AD1，n = ||

   
AD1 ⋅n

||
   
AD1 ⋅ || n

= 2 7
8×1 = 74 ，

所以直线AD1与平面ABCD所成角的正弦值为 74 .
四、解答题
15.解：不妨设该正方体的棱长为 2，以D为原点，DA，

DC，DD1所在直线为 x轴，y轴，z 轴，建立空间直角坐标系，
则D（0，0，0），A（2，0，0），C（0，2，0），B（2，2，0），E（1，0，2），
F（1，1，2），

则
 
AE=（-1，0，2），

 
CF=（1，-1，2），

  
BD=（-2，-2，0），所

以 ||  
AE = 5， ||  

CF = 6.
（1）  

BD· 
CF=-2+2+0=0，所以异面直线 BD 与 CF 所成

角的大小为90°.
（2）cos  

AE，
 
CF =

 
AE ⋅  

CF
||  

AE ⋅ ||  
CF

= -1 + 0 + 4
5 × 6 = 3010 ，所以

异面直线AE与CF所成角的余弦值为 3010 .
16.（1）证明：取 BC 的中点 F，连接 PF，DF，因为 P，F

分别为AB，BC的中点，所以PF∥AC，且PF=1
2AC.

由题意知，DE∥AC，且 DE=1
2AC，则 DE∥PF，且 DE＝

PF，可知四边形DEPF为平行四边形，得PE∥DF，又PE⊄
平面BCD，DF⊂平面BCD，所以PE∥平面BCD.

（2）解：因为 AD⊥平面 ABC，∠BAC=π
2 ，以 A 为坐标原

点，AB，AC，AD 所在直线分别为 x 轴，y 轴，z 轴，建立空间
直角坐标系，则B（2，0，0），D（0，0，2），E（0，-1，2），P（1，0，
0），可得

  
ED=（0，1，0），

  
BD=（-2，0，2），

 
PE=（-1，-1，2），

设平面BDE的法向量为n=（x，y，z），

则
ì
í
î

ïï
ïï

n ⋅  
ED=y=0，

n ⋅  
BD=-2x+2z=0，令 x=1，则 y=0，z=1，可得 n=（1，

0，1），

设PE与平面BDE所成角为 θ，则 sin θ= || cos n，
 
PE =

|| n ⋅ 
PE

|| n ⋅ ||  
PE

= 1
2 × 6 = 36 ，

所以PE与平面BDE所成角的正弦值为 36 .
17.（1）选条件①.
证明：连接 CD1，由正方体的性质知，BC⊥ 平面

CDD1C1，CD1⊂平面 CDD1C1，所以 BC⊥CD1. 因为 EM⊥AD，
AD∥BC，所以EM⊥BC，

所以EM∥CD1，又E为BC的中点，所以M为BD1的中点 .
选条件②.
证明：连接 CD1，因为 EM∥平面 CDD1C1，EM⊂平面

BCD1，平面BCD1∩平面CDD1C1＝CD1，
所以EM∥CD1，又E为BC的中点，所以M为BD1的中点 .
（2）解：以 D 为坐标原点，DA，DC，DD1所在直线为 x

轴，y轴，z轴，建立空间直角坐标系，则D（0，0，0），C（0，2，
0），E（1，2，0），M（1，1，1），

所以
  
DC=（0，2，0），

  
DM=（1，1，1），

  
EM=（0，-1，1），

设平面MCD的法向量为m=（x，y，z），

则
ì
í
î

ïï
ïï

m ⋅  
DC=2y=0，

m ⋅  
DM=x+y+z=0，

令 x=1，则 y=0，z=-1，所以m=（1，0，-1），所以点 E 到

平面MCD的距离为d= ||m ⋅  
EM
||m

= 1
2 = 22 .

18.（1）证明：因为 AB为圆锥底面的直径，C为底面圆
周上一点，

所以 BC⊥AC，因为四边形 OAED 为矩形，所以 OD∥
AE，因为 D 为圆锥顶点，所以 OD⊥平面 ABC，所以 AE⊥平
面ABC，又BC⊂平面ABC，所以AE⊥BC，又因为AE∩AC=A，
AE⊂平面ACE，AC⊂平面ACE，所以BC⊥平面ACE，又BC⊂
平面BCD，所以平面BCD⊥平面ACE.

（2）解：以C为坐标原点，
 
AC，

 
BC的方向分别为 x轴，y

轴的正方向，过点C且与OD平行的直线为 z轴，建立空间
直角坐标系，

则C（0，0，0），A（-2，0，0），D（-1，- 3， 2），E（-2，0，
2），

 
AE=（0，0， 2），

  
ED=（1，- 3，0），

 
CE=（-2，0， 2），

设平面ADE的法向量为n1=（x1，y1，z1），

则
ì
í
î

ïï
ïï

 
AE ⋅n1=0，
  
ED ⋅n1=0，即

ì
í
î

ïï

ïï

2 z1=0，
x1- 3 y1=0，令 y1=1，得 x1= 3，z1=

0，所以n1=（ 3，1，0）.
设平面CDE的法向量为n2=（x2，y2，z2），

则
ì
í
î

ïï
ïï

 
CE ⋅ n2 = 0，
  
ED ⋅ n2 = 0，即

ì
í
î

ïï

ïï

-2x2 + 2 z2 = 0，
x2 - 3 y2 = 0， 令 y2=1，得 x2=

3，z2= 6，所以n2=（ 3，1， 6），

所以 cos n1，n2 = n1 ⋅n2
|| n1 ⋅ || n2

= 4
2 10 = 105 ，

所以二面角A-DE-C的平面角的余弦值为 105 .
19.（1）证明：设 CP∩DE=G，连接 FG，因为四边形

PDCE为矩形，所以G为PC中点，
又F为PA中点，所以AC∥FG，又FG⊂平面DEF，AC⊄

平面DEF，所以AC∥平面DEF.
（2）解：以 D 为坐标原点，DA，DC，DP 所在直线为 x

轴，y轴，z轴，建立空间直角坐标系，

则 A（1，0，0），B（1，1，0），C（0，2，0），P（0，0， 2），E
（0，2， 2），所以

 
BC=（-1，1，0），

 
CP=（0，-2， 2），

 
AE=

（-1，2， 2），设平面BCP的法向量为n=（x，y，z），

所以
ì
í
î

ïï

ïï

 
BC ⋅n=-x+y=0，
 
CP ⋅n=-2y+ 2 z=0，令 y=1，解得 x=1，z= 2，

所以n=（1，1， 2），设直线AE与平面BCP所成角为θ，
所以 sin θ= || cos  

AE，n = ||  
AE ⋅ n

||  
AE ⋅ || n

= 3
(-1)2 + 22 + ( 2 )2 × 12 + 12 +（ 2 ）2

=3 7
14 ，

所以直线AE与平面BCP所成角的正弦值为
3 7

14 .
（3）解： 

 
PA=（1，0，- 2），设

 
PF=λ

 
PA=（λ，0，- 2 λ），

λ∈[ ]0，1 ，

由平面BCP的一个法向量n=（1，1， 2），点F到平面

BCP的距离d= ||  
PF ⋅n

|| n
= λ

2 =1
6，解得λ= 1

3，所以 ||  
PF =1

3 ||  
PA =

33 ，即PF的长为 33 .
第12期

第2～3版章节测试参考答案
一、单项选择题
1.C    提示：因为 E，F 分别为 BC，CD 的中点，所以

 
AF- 1

2 (  
AB+ 

AC )= 
AF- 

AE= 
EF.故选C.

2.B    提示：因为 a=（0，1，1），b=（0，0，1），则 a在 b上

的投影向量为 || a ·cos〈a，b〉· b
|| b
= 2× 1

2 ×1×1
1（0，0，1）=

（0，0，1）.故选B.
3.D    提示：因为AB=2，AA1=3且∠A1AB=∠A1AD=120°，
所以

  
A1C·   

DC1=（-  
AA1+ 

AB+ 
AD）·（

 
AB+  

AA1）= 
AB

2-  
AA1

2+
 
AD· 

AB+ 
AD·  

AA1=22-32+0+2×3×( )- 1
2 =-8.故选D.

4.C    提示：因为 a=（1，2，4），n=（2，4，8），所以 n=2a，
所以n∥a，故 a=（1，2，4）是平面α的一个法向量，故直线 l
与平面α垂直 .故选C.

5.B    提示：连接BD，因为E为PD的中点，

所以
 
BE=1

2（
 
BP+  

BD）=1
2（-b+

 
BA+

 
BC）=-1

2b+
1
2（

 
PA-

 
PB+ 

PC- 
PB）=- 1

2 b+1
2（a+c-2b）=1

2a-3
2b+1

2c.故选B.
6.A    提示：由题意知，

 
PA=（-2，0，-1），故 ||  

PA = 5，
又n=（0，1，1），
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